4. Modelos de Regressao Multipla
4.1 Regressao com replicacao

4.1.1 O Modelo

nd )
Y; ‘" N(By + Boxy,02), i=1,..,n (1)

Principio da Parcimonia: Se dois modelos ex-
plicam igualmente bem um determinado fendmeno,
escolha aquele que envolve um numero menor

de parametros.

Por exemplo, se em (1) a hipdtese 3> = 0 é
aceita, entao, pelo PP

}/:Lzr’rL\Jd N(/B].?O-Q)? 7’: 17"'7n



Para o modelo (1) podemos frequentemente
obter replicacoes do experimento para cada
valor de x tal que

nd : :
Y:L] '~ N(61+62$i702)7 L= 17 7kr.7 — 1,...,7’1/7:

O modelo (2) é um submodelo do modelo a
um fator estudado no Cap. 3 dado por

Vi NG, 0%, =1k =1 (3)

Em particular, para cada um dos k grupos in-
dexados por i, temos n; replicagoes iid’s, resul-
tando em um total de n = ) ;, n; observacoes.



Vantagens de (2) comparado com (1):

(i) podemos obter o estimador de o2 baseado
em (3) que encorpora a replicacdao e nao en-
volve suposicoes sobre a forma da relacao entre
Y e x.

(ii) replicacao permite uma estimacao mais pre-
cisa dos §;S em (3) dando maior poder ao teste
de (2) sobre (3).

O Modelo (2) é chamado modelo de regressao
linear com replicacao (MRL c/rep.)

Ambos (2) e (3) sao ML's e como (2) é obtido
de (3) supondo §; = B1 + Box;, @ = 1,...,n,
segue que (2) € um submodelo de (3).



ESTRATEGIA:

(i) Verificar (3) usando analise de residuos e
outras técnicas ja discutidas. Realizar o teste
de Bartlett para verificar a igualdade das varian-
cias.

(ii) Aceito o modelo (3), podemos testar o
modelo (2) sob (3), usando um teste F'.

Adotando a notacao do Cap. 2, denote o
modelo (3) por u € L1 e o modelo (2) por
we Ly C Ly,

Estimacao dos parametros do modelo L1:

—~

i = —i—|—’ 1= 1,...,]{‘ S
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Estimacao dos parametros em Lo.

O modelo (2) € um caso especial do modelo
(1) obtido supondo-se que certos valores de x;
Sao iguais. Logo, usando os resultados do Cap.
1 e adotando a notacao |a utilizada, podemos
obter os estimadores de 31, 8> € 02 em Lo.

P — 1<% ng — 1<k
S€ja T4 = 5 2i=12=1%ij = 5 2aq=1"T%i €
=2, — T4y, 1 =1,... k. Defina t € R™ como
t = (t1,..0st1,t0, ey to, o they oy ) L
(\17 7 U]y b2y eeey Uy eey Uy vvey k)

~" ~"

nq no ng

Tomando pu;; = E[Y;;], escrevemos, sob Lo,
pi; = B1 + Box; = a+ Bot;, onde a = B +
PoT4 4.

Usando o fato de que 1 | ¢ obtemos

S 5 S
=Yy = %Ziiji]‘ e B = =¥, onde Sy, =

t
> i tivi; € Sp = Y init?.



Assim, B1 = y41 — T4 1 B> € 0 estimador de o2
sob Lo €&

55 = 155 Y i(yij — & — Bat;)?
Derivacao do teste F' de L, sob Lj:

lp1(y) — pz(y)||2A= iYW — @ — Bot)? =
i ni((ig — & — Bati)?.

Observe que esta € uma soma dos quadra-

dos ponderados das diferencas entre os esti-
madores de §; sob (3) e sob (2).

O teste F' para a regressao linear é entao

F(y) = 2 ni((gi+_6‘~_232tz‘)2/(k—2)

01

SOb L2, F(Y) ~ F(k—Q,n—k)'



Se aceitamos Lo, podemos continuar a analise
testando (B> = 0 usando um teste t.

Suponha entao que L, foi aceito. Seja Hp :
Bo = 0. Vimos que (B = %tf Seja t(y) =

£ ~
5_2/3/@. Sob Hg, t(Y) t(n—2)'

4.2 Comparacao de linhas de regressao
4.2.1 Teoria

Extensao do MRL simples: comparacao de
varias linhas de regressao (Analise de covariancia)

Suponha um dado fator I e um MRL simples
para cada nivel de I

nd ) )
Yi; "% B(B1i+Baiwij0?), i=1,..,kj=1



onden =) ;n;. Os 2k coeficientes das k linhas
de regressao podem ser diferentes e 0s conjun-
tos dos valores de x podem variar de linha para
linha.

Observe também que (4) pode ser estendido
de forma a incluir replicacao. Porém aqui, con-
sideraremos apenas O caso sem replicacao.

Seja n = (,UJll, ey M1mqs ooy MK ---7Mknk)T- Entao,
sob (4) temos que u = >7;(e;B1; + u;B2;), onde
e; = (0,...,0,1,..,1.,0,....0)1 e

grupo i

— T
u’L - (07 ) O)\a”)'lj].) ct 'CU'LTLL7 O) R O)

gruBo i

Como os (3's variam livremente no modelo, o
modelo é linear e € dado por

L1 = span{eq,...,eL, U1, ..., UL}



Por exemplo, se kK = 2 temos

S T A TR (s T R

o)
21

o) \1/) Lo ) \a./

© = B11 0 + 512 1 + 621 xg“ + 522

Para obter uma base ortogonal para L1 observe
primeiro que €;-€5 = 0, Ui Uj = Oe € Uj = 0, \vi

i g

Assim, basta ortogonalizar o par (e;,u;) para
cada z.

Defina t;, = u; — z;4e; onde iy = nlzj Tij-
1



Entao t; € funcao de e; e u; e t;.e; = e;.u; —
67;.62'53“_ = Tj4 — ni:E,L-_|_ = 0, onde Ti4 = zj Ljj-

Assim, eq,...,ex, t1,...,t € uma base ortogonal
para Li. Na verdade, estamos relizando uma
regressao linear separadamente para cada um
dos k grupos.

Trabalhando com 0O novo sistema de coorde-
nadas temos

= Xi(ejo; +1;82;) onde a; = B1; + B2,Ti+ €,
pela ortogonalidade da base, temos
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Um estimador de o2 baseado nas observacoes
do grupo 7 é

~ 1 —~ —~

0(2@-) = =5 2 (Wij — Bri — Boizij)?.

&2 52 . sdo independentes
(1)’ oou, (k) -

Podemos aplicar o teste de Bartlett para com-
parar as variancias em cada grupo.

O estimador de o2 sob L4 é obtido combinando-
se 0s estimadores 5(22.), i—=1,...,K resultando em

57 =25 le(yij — fu — Boizij)? =
ﬁzz fia(i)

fi=mn;—2, fr =X;fi e 37 com n — 2k graus
de liberdade.
11



Verificacao do modelo:

diagrama de dispersao de y versus x para cada
grupo separadamente (;inearidade).

analisar os residuos do modelo definidos por
Tij = Yij — B1i — F2i%ij.

grafico de r;; versus i ou valores ajustados (ho-
mogeneidade das variancias)

normal-plot dos residuos.

Usando a notacao de Wilkinson e Rogers, defi-
NiMos a interacao entre um fator I e um vetor
x pelo conjunto

l.x ={eqx,...,e x},

onde eq, ..., e SA0 OS vetores dummy correspon-
dentes a I e e¢;x representa o produto das co-
ordenadas equivalentes de ¢; e .

12



Assim, a formula do modelo tratado aqui é

I+ 1.z

Um diagrama de modelo aqui €&

I+ 1.x
/ N\
I+ x 1+ 1.x
N\ /
1+«

Em geral, € melhor testar primeiro se a in-
clinacao é comum pois esta hipotese nao de-
pende da escolha da origem no eixo x. Testar
primeiro o intercepto comum pode nao fazer
sentido a nao ser que a origem do eixo x tenha
um significado especial no contexto do exper-
imento que gerou o0s dados.

I+1l.xo—I1+2—1+4+=x
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Primeiro testamos Hy = (851 = (oo = ... = [y
sob u € L. Se H, é aceita podemos testar

Hz : (11 = P12 = ... = Py SOb H>.

Sob H3z 0 modelo € Y}, nd N (8, + Box;5,02) que
é o0 MRL simples.

Ambas as hipoteses Ho, € H3 sao ML's.

Denote por Lo, e L3 0S espacos lineares cor-
respondentes. Como ja vimos € util trabal-
harmos com uma base ortogonal de Li, por
exemplo, a base {eq,...,ex,t1,-.., tr}.

Assim, uma base ortogonal para Ly € {ey, ..., e, t4 }
onde t4 = > ; ;.

Uma base ortogonal para L3 € {1,v} onde v =
uq —|— —|— Ul — QE_|__|_1.

Os estimadores sob L ja foram obtidos.
14



Sob Ly os estimadores sao a; = y;4, 1 = 1, ...

e BP) = Yt — Wt onde
2 It 4[]2 St

Sty, = 2 X Yijtij € Sty = 35 X5t
O estimador para o2 sob H», é

- 1 (2
0% = =TT 2 Zj(yij — Q4 — Bé >tij)2'

Sob L3z os estimadoressaoa =y 4,1 =1,...

2(3) _ Suy
e By = S, onde

Svy = 22522 YijVij € Sv =222 ’U%
O estimador para o2 sob L3 é

- 1 (3
53 = 75 0 %, (v — & — 55 vip).

15
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O teste F' de H, sob Hq €

X X515 (Bai- Bé”)?/(k 1)

1

F(y) =
SOb L2, F(Y) i F(k—l,n—Qk)
O teste F' de H3 sob H» €

( ) (3) 2
O{Z—|—ﬂ tz a— 0 t k—1

Sob Lz dado Ly, F(Y) ~ Frg_1 n_k—_1)-

Os testes para asequéncia I+1.x — 1+ 1.2 —
1 + = sao igualmente faceis de serem obtidos.

(EXEMPLO: UFFI data)
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4.3 Regressao Miultipla
4.3.1 Modelo

Y; % N (g, 02), i=1,...,n
onde u; = B1x;1 + --- + BrT;k-

Os z;;'s sao conhecidos, (1, ..., B SA0 parametros
desconhecidos.

Na forma matricial: ¢ = X3, onde X €& uma
matriz n por k, 8L = (81, ..., Bk) e pl' = (p1, ..., g

Frequentemente, mas Nnao necessariamente, a
primeira coluna de X é uma coluna de 1’s.

Este modelo € uma forma mais geral do ML e
inclui como caso especial todos os modelos ja
apresentados até aqui.

17



Geralmente, xq,...,x; SA0 variaveis continuas.
Explicar Y por uma funcao linear dos z;'s.

Supomos que as colunas de X sao li's fazendo
B1, ..., 0 @ Unica representacao de py para u € Ly
onde L1 = span{z1,...,x}. Entdo o estimador
de 8 é 8= (XTX)"1xTy e, pelo teorema de
Pitagoras,

2=t (Il = 11XBIR} = 22 {Ilwll? - 87X "X B

A distribuicdo de 3 sob Ly é 3 ~ N.(3,02C),
onde C = (X1X)™1 = (¢;;). Lembre que estes
resultados foram obtidos no Cap. 2. Também
VimoSs que o teste t para a hipotese Bj =0 é
dado por

18



tal que sob 8; =0, t(Y) ~ t(,_p)-

Em geral, o interesse esta em mais de um Bj
a0 mesmo tempo.

Considere entao a hipotese Hy @ Bi41 = ... =
Br = 0 que €& uma hipotese linear dada por

@ € Lo = span{xq,...,z}.

Particione a matriz X como X = [X1|X>5] tal
que Xl = [CU]_...CIZZ] e X2 = [a:l_l_lazk}

Sob Lo, e representando p como X1v, ¢ € R!
temos ¢ = (X{z1) 1 X{y.

Escrevendo X8 = X181 + X,3(2) temos

1X8 — X19]|12 = | X1 (B — ) + X822,

19



Assim, o teste F' de L, sob L1 é

F(y) = I\X1(8<1>—$)+~)2<23<2>||2/(k—l)

o1
SOb L2, F(Y) ~/ F(k—l,n—k)

No caso especial onde X{XQ € uma matriz
nula, isto € os espags Ly € Ly = span{Ti41,..., Tk}
sao ortogonais, temos que

Xlﬁ(l) € a projecao ortogonal sobre L, dando
B(1) = ). Neste caso, a estatistica F simplifica
para

F(y) — ||X23(2)||22/(k—l) _ B(Q)TXgXQB(Q)/(k_l)

— ~D
g1 g1

20



Obs.: Qualquer teste F' pode ser colocado na
forma acima para alguma escolha adequada da
base para L1, Porém, o ponto de distincao aqui
€ gque no caso tipico de regressao multipla, as
variaveis x sao dadas e a base, assim, nao é
aberta a escolhas.

(EXEMPLO: Tree data)
4.4 Regressao Polinomial
4.4.1 PolinOmios em uma variavel

= Relacbes complexas nao-lineares entre uma
variavel dependente Y e uma variavel indepen-
dente x podem ser frequentemente descritas
por uma relacao polinomial.

21



Considere o modelo
Y, = B1+ Boz1+ ... + Bp417K + €
onde ¢; %4 N(0, 02).

Observe que enquanto o modelo acima des-
creve uma relacao nao-linear entre Y e x, este
€ de fato um modelo linear com variaveis ex-
plicativas dadas por Tjj = a;;z

E claro que devemos ter K+ 1 < n de forma a
ter um modelo significativo e de fato, trabalha-
se com valores de k pequenos tais como 2 ou
3. Note que 0 caso £k = n—1 € o modelo
saturado.

22



O MRP apresenta certos problemas em sua
analise e interpretacao pois € muito usado para
propdsitos descritivos. Assim, se f(x) € uma
funcao k vezes diferenciavel podemos aproximar
f por sua série de Taylor de ordem k£ em torno
de zero, geu escrevemos, sugestivamente, na
forma,

f(x) =~ B1 4 Box + .81~

Deste ponto de vista, o modelo polinomial pode
ser usado para aproximar uma relacao nao li-
near arbitraria, porém ‘“regular”, entre E[Y] e

I.

Esta técnica pode ser muito util. Porém, um
dos perigos da regressao polinomial esta na
extrapolacao. Mesmo que a aproximacao por
um polinOmio de ordem k seja boa em um dado
intervalo de x, ela pode nao fazer sentido fora

deste intervalo.
23



ConclusOes baseadas sobre a analise do modelo
polinomial com uma variavel nao devem ser
estendidas para valores de x fora do intervalo
disponivel.

Um problema potencial com a analise do MRP
é gque pode-se encontrar grandes correlacoes
entre os vetores 7.

No caso onde a relacao entre E[Y] e x € mono-
tona, um polinOmio de regressao alternativo
€ uma regressaoc com uma variavel explicativa
n

~

ao linear tal como log(x),e* ou z©.

Isto pode levar a um modelo mais parcimo-
NiIOSO poiS uma unica variavel explicativa é u-
sada para construir um modelo para uma rela-
cao nao-linear.

24



Assim, um modelo tal como 81 4+ B> logx pode
ser substituido por uma regressao polinomial
em x, mas sera necessario pelo menos um termo
quadratico Bl—l—ﬁgx—l—ﬁ3x2 para obter um ajuste
comparavel.

A escolha pratica entre tais alternativas pode
ser feita via analise dos residuos.

4.4.2 Polindbmios Ortogonais

Usar polinOmios ortogonais significa ortogo-
nalizar a base para o espaco linear dos polino-
Mios, evitando assim o problema de dependén-
Cia linear aproximada da base mencionada an-
teriormente.

25



Lembre que a forma ortogonal do MRL é&:
Yi=a+ Bo(z; —Z4) + ¢

que leva a estimadores independentes a = }7_|_

—~ St

Para um ML com uma base ortogonal {z1, ..., x;}
temos estimadores independentes Bj = 1=

2
[EFTIS

com variancias

Além disso, podemos escrever o0 estimador de

o2 como

2

~ 1 A2 21 — 1 A2 2
52 = L{8y—%; B?llx;11?} = A{Sy—-5; B2 522}
Vejamos primeiro um caso simples de regressao
quadratica onde a variavel explicativa assume
oS valores 0, +1, + 2,..., = r simetricamente

distribuidos em torno de zero.
26



Y; = 81 + Box; + B3x? + ¢

Podemos escrever este modelo como u € L =
span{l,z,z2}.

Para esta escolha particular dos valores de x
temosque l L xex L 2. A projecao ortogo-
nal de z2 sobre 1 é:

1.22 —
[[1]

oy |
mn
Podemos entao escrever o modelo na forma

Y; = ag+Bazi+B3(x?—52) onde ag = B1+6322.

27



Usando o fato de que agora temos uma base
ortogonal segue que 0s estimadores indepen-
dentes sao

N
N

Além disso, Var(ag) = <,

—~ 2
Var(B3) = qugx

|
<
@)
S
~
Q)
N
 ——
I
99
[0)

e

52 — n—33 {Sy — n}_/f_ — BQS:cy — B3 Zi(ﬂ%z - Sﬂf/”)y’i}

NO caso geral, para valores arbitrarios de zq, ..., Tn,
escrevemos o polinOmio em termos de k + 1
polinOmios ortogonais Py, ..., P, tal que

Y; = Z?:o a;Pi(z;) + ¢

i = 1,...,n onde Py(x) = 1 e,pela ortogonali-
dade >; Pr(z;) Ps(z;) =0, r # s.

28



Ainda devido a ortogonalidade, segue que a; =

i =
zﬁszé)H)Q onde [|P;(2)|]* = T; P (w;).

Em particular, ag = Y4 .

Além disso,

-~ . N ; 02
%Y P @)]))2
52 = ﬁ{sy — a2 Pi(x;)Y;}

A forma real dos polinOmios ortogonais de-
pende do conjunto dos zx;'s escolhido.

Como vimos acima, para escolhas particulares
dos valores z;'s a forma dos polinOmios orto-
gonais pode ser bem simples, mas em geral,
deve ser encontrada pelo método de ortogona-
lizacao de Gram-Schmidt aplicado aos vetores
1,:6,332, ...,a:k.

29



Os trés primeiros polindmios ortogonais no caso
geral sdo Po(x) =1, Pi(z) =x—x4 €

20, =
Po(z) = x2 — x% — szég; x""), onde SS; =
Si(xi — T4)2.

O passo geral neste processo fornece Pj em
funcao de Po,Pl,...,Pj_li

- i zc]P x;
Pj(z) = 2 — i_} P(a) 530

E facil ver que oy = 3, de forma que podemos
derivar o teste t para a hipotese (. = 0.

30



4.4.3 Duas variaveis

Consideremos a froma geral do polindbmio qua-
dratico com duas variaveis 1 € xo.

q(z1,22) = B1 + Box1 + B3z3 + Bax? + Bsx3 + LBexix2

ao qual nos referimos como uma superficie de
resposta. Esta é uma familia de funcdes bas-
tante flexivel para descrever superficies bidi-
mensionais devido ao fato de que ela pode
tomar diversas formas diferentes, dependendo
dos valores dos coeficientes na forma quadrati-
ca.

se q € positiva definida, entao ¢ tem um minimo

se q € negativa definida entao g tem um maximo

se g nao é definida entao ¢ tem um ponto de

sela.
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O modelo estatistico correspondente é
Y; ing N(qg(zi1,250),02), i=1,...n

Tal modelo pode ser util para descrever relacdoes
entre Y e x1,25) complexas e, possivelmente
nao lineares.

Em particular, se Y é a eficiéncia de algum
processo de producao, o método pode ser us-
ado para maximizar a eficiéncia do processo
como uma funcao de (x1,zo) localizando-se o
maximo da superficie de resposta ajustada.

32



DIAGRAMA DE MODELO para a superficie
de resposta ajustada para os submodelos mais
importantes.

1+$1+$2+$%+$%+$1ZE2

!
1+$1+$2+$%+x%

/ N
1—|—:131—|—332—|—33% 1—|—:r31—|—:132—|—x%
N\ /
1+z1 + 22
/ N\
14+ x4 1+ o
N\ /
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4.5 Intervalos de Predicao
4.5.1 Regressao Linear Simples

Consideraremos agora dois problemas similares,
mas nao equivalentes, em regressao linear.

= Previsao de y = E[Y] para um novo .

= Previsao do valor de uma observacao futura
para um valor de =x.

Suponha o modelo de regressao linear simples:
Y; W N(By + Bowi02), i=1,..,n

Seja g um dado valor de x nao necessaria-
mente escolhido entre os valores x4, ..., xn.

Seja pzy = B1 + Boxg 0 valor de E[Y] para uma
observacao futura de Y com z = xq.

34



Como puzy € uma funcao linear de 31 e B2, a
questao é simplesmente obter um intervalo de
confianca para um dado parametro.

De fato, podemos reparametrizar o modelo
em termos de uyz, € qualquer outro parametro
adequado, por exemplo, B> e, entao usar os
métodos padrdes para fazer inferéncia.

Porém, nao ha necessidade de reparametrizar
O modelo em termos de uyz, pois, na verdade,
O estimador de pug, €

fzg = B1 + Bozo = &+ Ba(zo — T4)
o 5 Sy
ondea—Y+ eﬁz—?t.

Devido a independ@ncia entre a e B> temos que

Var(ﬂxo) — 52 (% 4 (wo_sf—l—h) .
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= 2
—~ ~ ro—<x
5-6-(,LL330) p— 0-\/% + (zg St-l—) .
Assim, temos,

IC(pag, 1 — @) @ fag £t1_g/2(n—2)5-€-(fag)

Observe que o menor IC ocorre quando zg =
T4 = a predicdo (previsdo) € mais precisa pro-
Xima do centro dos z;'s e torna-se crescen-
temente imprecisa quando n0s Movemos para
longe deste centro.

Em particular, nao se deve tentar fazer pre-
visOes fora do intervalo de valores de x consi-
derado na regressao, pois 0s dados nao forne-
cem informacao sobre a linearidade da relacao
entre Y e zx.
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Consideraremos agora o outro problema:
previsao de uma observacao futura Y em xg.

Este problema é fundamentalmente diferente
do primeiro e envolve uma afirmacao sobre
uma observacao futura yz, que ainda nao foi
observada.

Se realmente realizassemos um experimento
para obter yg,, saberiamos o valor real de yz,,
em contraste a questao da estimacao de parame-
tros onde nunca conheceremos o verdadeiro
valor de um dado parametro.

Por outro lado, a medida que n cresce, SoO-
MOoS capazes de estimar um dado parametro
COMm precisao cada vez maior, a0 passo que
mesmo depois de acumular uma amostra muito
grande, uma observacao futura y;, nunca pode
ser predita exatamente.

37



Observe que Yz, € uz, Sao independentes pois
supomos que Yz, € independente de Yq,...,Yy.

AsSsim,

Var(Yeg — fag) = g2 {1 + % + (xo—sf-l-)Q}

Observe que Var(Yy, — jig,) > o2 devido ao
fato de que mesmo se conhecéssemos pgz, €-
xatamente, nao podeiamos prever Yy, com pre-
cisdo melhor que o2, a variancia de Yz,.

ASsim,

ro—T 4 )2
Yxo ~ N (,uxoao'z{l + % + (zo St+) })
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Como 5% e independente de Yz, € ux, Segue
que

onde

_ o\ 1/2
s.e.(Yag) = 51 (1 +1 4 (o 2y) )
AsSsim,
IC(Yzo, 1 — ) :© fizg £ tl—a/2(n—2)5-e-(Y$o)
que é o intervalo de predicao.

Como s.e.(Yzy) > s.e.(fizg) € O mesmo esti-
mador 5% é usado em ambos 0s casos, o inter-
valo de predicao sempre contera o intervalo de
confianca obtido anteriormente.

(EXEMPLO: SPINACH DATA)
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4.5.2 Regressao Multipla

A teoria de predicao pode ser facilmente ge-
neralizada para 0 caso da regressao multipla.

Considere o modelo usual:
Y=+ €, pi= 3,20

i=1,..,n. Seja zg = (x01,..., o). UM novo
vetor de valores para as variaveis explicativas.

Queremos estimar ugzqg = >_; xgj0; = acoﬁ e
prever o valor yz, onde Yz, ~ N(pzg,02).

O estimador de g, € fizg = )8 €
Var(fizg) = xj L{o2Cleg = o :COCJZO onde C =

(XTX)™L X = (z4).
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ASsSim,

s.e.(fizg) = &1(xfCz0)1/? onde 57 é o esti-

mador de 2 sob o modelo considerado.

g —Hag

Como L
s.e.(fzg

~ t(n—k) temos

I1C(pag, 1 — @)  fleg £ 81 jo(n—k)S-€-(Hxg)

Os argumentos para a construcao do intervalo
de predicao para Yy, também sao imediatos.

Como Yy, € independente de Y7,...,Y, segue
que Yy, € independente de g, tal que

Var(Yeg — fzg) = o2(1 + ang:Uo)

Além disso, 57 € independente de Yy, € iy, tal
que
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onde s.e.(Yz,) = o1(1 + x%Cazo)l/z. Assim,
IP(Yzq,1 — o) @ iy £ tl—a/2(n—k)3-€-(ywo)
4.6 Modelos Lineares Ponderados
Considere um modelo da forma
y; ind N(M,fu—zi) i=1,..n

onde wi,...,wy SA0 NUMeros nao-negativos co-
nhecidos, chamados pesos.

Suponha que o vetor u = (u1, ..., un)L siga al-
gum modelo linear u € Ly.

Junto com o0 modelo acima, temos um mode-
|0 que é conhecido como modelo linear ponde-
rado com pesos wi, ..., Wn,.
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Observe que um peso nulo (implicando Var(Y) =
oo) implica na eliminacao da observacao cor-
respondente do modelo.

Assim, um conjunto de pesos cada um dos
quais zero ou 1 pode ser usado para exami-
nar um subconjunto dos dados.

Ponderacoes ocorrem naturalmente no caso on-
de as observacoes surgem na forma de médias
baseadas em numeros de replicacoes desiguais.
Por exemplo, 0s estimadores do modelo de
analise de variancia a um fator tém a forma

2
Y+ ~ N(u;, %-) onde 0s n;'s aparecem como

n; —
pesos nas distribuicoes dos Y, 's.

Ponderacdes sao algumas vezes usadas de for-
ma a eliminar parcialmente ou inflacionar a
contribuicao de uma dada observacao ou sub-
conjunto de observacoes.
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O modelo linear ponderado é util em diversos
contextos e € facil de ser analisado.

Considere uma forma mais geral do modelo li-
near ponderado Y,,«1 tal que Y ~ Np(u, o2W—1)
onde u € L1, onde W & uma matriz positiva
definida.

Tal modelo € chamado modelo linear ponde-
rado com matriz de pesos W. O primeiro caso
analisado aqui corresponde a uma matriz W =

diag{wi, ..., wn}.

E facil analisar este modelo usando os métodos
ja desenvolvidos. De fato, mostraremos que o
MLP pode ser reduzido ao caso nao ponde-
rado.

Lembre que W €& suposta ser conhecida en-
quanto que 0s parametros desconhecidos do
modelo sdo 3 e o2.
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Como W é positiva definida, existe A, nao sin-
gular tal que W = AT A. Entdo AY ~ N,(Ap,c?I)
pois Var(AY) = AW 14152 = 52J.

Assim, Yy = AY ~ Nn(uo,02I) e encontramos
que p € Ly se e sO se puo € Ly = ALq, este
ultimo sendo um espaco linear.

= Yp seqgue um ML padrao dado pelo espaco
linear Ly, correspondente a uma nova matriz
de modelo dada por Xg = AX.

A partir deste resultado, podemos analisar o
MLP usando os métodos de ML's ja derivados.

Veremos brevemente que os resultados nao e-
xigem que calculemos a matriz A explicitamen-
te, embora algumas vezes o0 seu conhecimento
seja util.
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Uma possibilidade para obter A, se este for o
Caso, € via decomposicao de Cholesky, onde A
é escolhida como uma matriz triangular.

Observe também que podemos tomar

A= diag{w%/z,...,wf,l/z} quando W é diagonal.

O estimador de 3 sob Li ou L/ €
B=(X{Xo) XYoo= (XTWX)"IXTwy

que tem distribuicdo 8 ~ N.(3,02C) onde k =
dimpB e C = (XTwx)-1.

Observe que a matriz “chapéu” para Yy €

H = Xo(X3 X)) 1x§ = AX(XTwx)~1xT AT
que exige, na verdade, o calculo explicito de
A.
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O estimador para o2 é

~ 1 2 1
57 = —=7||Yo — XoB||? = —=7||AY — HAY||?

= L (IAYIP = IHAY|?) = ;Lp(yTAT Ay -
YTATHTHAY)

= L {YTwy - vTwx(XTwx)"1xTwy}

A distribuicdo de 5% sob Lj € o2x(sy/f onde
f=n-—k.

Dado um subespaco de Lqi na forma Lo, =
span{xq,...,x;} onde x1,...,x; SA0 as colunas de
X, encontramos que o subespaco linear de Ly
correspondente é L, = span{Ax1,..., Ax;}.
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Assim, podemos facilmente derivar a forma do
teste F' para testar L, sob Lj.

Seguindo a notacao anterior, o0 quadrado da
norma no numerador do teste F' &

D = ||AX1 (B — ) + AXpB)|? =
= (B =PI XTWX1(BY = §) + BATXTW X253+

+2(BW — )" X{W X253

Sob Lo,

F =200 Fl—tin—k)-

g1
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