
2.5.2 Estimadores dos parâmetros

Suponha que as variáveis Y e ε estejam rela-
cionadas por Y = µ + ε e que µ ∈ L1, onde
L1 é um modelo linear de dimensão k1. Seja
L⊥1 o complemento ortogonal de L1 tal que
Rn = L1⊕L⊥1 . Usando o teorema 3, segue que

pL1
(ε) e p

L⊥1
(ε) são independentes.

p
L⊥1

(Y ) = Y − pL1
(Y ) = µ + ε− pL1

(µ + ε) =

= µ + ε − pL1
(µ) − pL1

(ε) = ε − pL1
(ε) pois

pL1
(µ) = µ já que µ ∈ L1.

Além disso, pL1
(Y ) = pL1

(µ + ε) = pL1
(µ) +

pL1
(ε) = µ + pL1

(ε).

Como pL1
(ε) e p

L⊥1
(ε) = ε − pL1

(ε) são inde-

pendentes sgue que pL1
(Y ) e p

L⊥1
(Y ) são in-

dependentes, e em particular, µ̂ = pL1
(Y ) e

σ̃2 = 1
n−k||Y − pL1

(Y )||2 são independentes.
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Além disso,

||Y − pL1
(Y )||2 = ||ε− pL1

(ε)||2 ∼ σ2χ2
(n−k1)

.

Logo, σ̃2 ∼ σ2
χ2
(n−k1)
n−k1

e, em particular,

Eσ̃2 = σ2 e V ar(σ̃2) = 2σ4

n−k1
.///

2.5.3 O teste F

Seja agora L2 ⊆ L1 uma segunda hipótese li-

near e suponha que L2 seja verdadeiro tal que

µ ∈ L2. Sejam p1 e p2 as projeções sobre L1 e

L2 e µ̂i = pi(y), i = 1,2.

A estat́ıstica F para L2 sob L1 é

F (y) = ||p1(y)−p2(y)||2/(k1−k2)
||y−p1(y)||2/(n−k1)

|= F (Y ) ∼ F(k1−k2,n−k1)
, se µ ∈ L2
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O teste de L2 sobre L1 ao ńıvel de significância

α é, então realizado rejeitando-se H0 : µ ∈ L2

se F (y) > F1−α(k1−k2,n−k1)
.

Para a demonstração deste resultado seja

L1	L2 o complemento ortogonal de L2 em L1

e escreva

Rn = L2 ⊕ (L1 	 L2)⊕ L⊥1

Os subespaços acima têm dimensões k2, k1−k2

e n− k1, respectivamente. As projeções sobre

os três são p2, p1 − p2 e y − p1(y).
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Escrevendo Y = µ + ε, µ ∈ L2 temos

p1(Y )−p2(Y ) = p1(µ+ε)−p2(µ+ε) = p1(µ)+

p1(ε)− p2(µ)− p2(ε) = µ + p1(ε)− µ− p2(ε)

= p1(ε)− p2(ε)

Segue, do teorema 3, que p2(ε), p1(ε) − p2(ε)

e ε− p1(ε) são independentes.

Além disso, ||p1(Y )− p2(Y )||2 ∼ σ2χ2
(k1−k2)

e

||Y − p1(Y )||2 ∼ σ2χ2
(n−k1)

e, como são inde-

pendentes, F (Y ) ∼ F(k1−k2,n−k1)
.

Observe que como µ̂2 é independente de

(p1(Y )− p2(Y ), Y − p1(Y )), segue que

µ̂2 e F (Y ) são independentes.
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2.6 A relação entre os testes t e F

Considere a hipótese linear L1 = span{x1, ..., xk}
onde x1, ..., xk forma uma base, não necessa-
riamente ortogonal, para L1. Neste caso, para
µ ∈ L1, podemos escrever

µ =
∑k

j=1 xjβj

e, buscamos estimadores para os βj’s, os testes,
etc.

Consideremos o teste da hipótese

H2 : βk = 0 que é uma hipótese linear dada por
L2 = span{x1, ..., xk−1}. Esta hipótese reduz o
número de parâmetros por 1, comparada com
L1 e, mostraremos que neste caso, o teste F

é equivalente ao teste t.

Sejam p1 e p2 as projeções sobre L1 e L2 e
considere z = xk − p2(xk).
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Pelas propriedades de p2,

z = xk − p2(xk) ⊥ v, ∀ v ∈ L2.

Podemos escrever

µ =
∑

j xjβj =
∑k−1

j=1 xjβj + (z + p2(xk))βk =∑k−1
j=1 xjβ̃j + zβk,

para β̃j adequado, onde aqui usamos o fato de

que p2(xk) ∈ L2 tal que p2(xk) é uma com-

binação linear de x1, ..., xk−1.

Agora, como z ⊥ L2 encontramos que µ̂1 =

p1(y) = p2(y) + z.y
||z||2z ⇒

β̂k = z.y
||z||2, µ̂2 = p2(y) e

σ̃2
1 = 1

n−k||y − µ̂1||2.
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Para calcular a estat́ıstica F observe que

||µ̂1 − µ̂2||2 = β̂2
k ||z||

2.

Assim, a estat́ıstica F para L2 sob L1 é

F (y) =
β̂2

k ||z||
2

σ̃2
1

∼ F(1,n−k), sob L2.

Derivemos agora o teste t para βk = 0. Para

isto, observe que β̂k é uma combinação linear

de Y1, ..., Yn e, assim, é normalmente distribúıdo.

E[z.Y ] =
∑n

i=1 ziE[Yi] = z.µ =

= z.
(∑k−1

j=1 xjβ̃j + zβk

)
= (z.z)βk = ||z||2βk

Assim, E[β̂k] = βk tal que β̂k é um estimador

não tendencioso de βk. Similarmente,

V ar(z.Y ) = σ2||z||2 ⇒ V ar(β̂k) = σ2

||z||2.
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Logo, β̂k ∼ N(βk, σ2/||z||2).

O erro padrão de β̂k é s.e.(β̂k) = σ̃1/||z|| e,

a estat́ıstica de teste para βk = 0 é

t(y) = β̂k
s.e.(β̂k)

.

Logo, vale a relação F (y) = t2(y).

Segue que um teste t bilateral que rejeita H0

para |t(y)| > c1 é equivalente ao teste F que

rejeita H0 para F (y) > c2, onde c2 = c21.
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Vantagem do teste t: contém a informação

sobre o sinal do desvio da hipótese nula. Em

particular, podemos definir um teste t unila-

teral para a hipótese βk = 0 contra βk > 0

que rejeita H0 para t(y) > t1−α(n−k) ou contra

a hipótese βk < 0 que rejeita H0 para t(y) <

−t1−α(n−k). Porém, o teste t é restrito ao caso

onde dimL1 − dimL2 = 1.

|= t(Y ) ∼ t(n−k)

Sob L2(βk = 0), temos que β̂k/(σ/||z||) ∼ N(0,1).

Vimos que σ̃1/σ ∼
√

χ2
n−k/(n− k). Como β̂k é

uma função de p1(y)−p2(y) e σ̃1 é uma função

de y − p1(y), segue que o numerador e o de-

nominador da estat́ıstica t são independentes.

Logo, pela definição da distribuição t tem-se

que t(Y ) ∼ t(n−k), sob βk = 0.
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2.7 Hipótese Afins e Regiões de Confiança

2.7.1 Elipsóides de Confiança

Considere a hipótese L = span{X} onde X é

uma matriz n × k de posto completo. Sob L,

temos µ = Xβ. Derivemos então uma região

de confiança para β.

Consider a hipótese H2 : β = βo. Observe que

este não é um modelo linear a menos que β0 =

0.

Y = µ + ε e, assim, Y −Xβ0 = µ −Xβ0 + ε =

X(β − β0) + ε

Assim, o vetor Y ′ = Y −Xβ0 segue um modelo

linear L com parâmetro β′ = β − β0. Defina

L2 = {0}, o subespaço nulo que corresponde à

β′ = 0, uma hipótese equivalente à H2.
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Assim, podemos testar L2 sob L(= L1) por

um teste F . Temos µ̂2 = 0 ⇒ ||µ̂1 − µ̂2||2 =

||Xβ̂′||2.

Como β′ = β − β0 temos β̂′ = β̂ − β0 tal que

||µ̂1 − µ̂2||2 = ||X(β̂ − β0)||2 =

= (β̂ − β0)
TXTX(β̂ − β0).

Precisamos agora achar σ̃2 sob L2. Porém,

||y′ −Xβ′||2 = ||y −Xβ̂||2

tal que σ̃2 para Y ′ é o mesmo que σ̃2 para Y .

Assim, a estat́ıstica F para L2 é

F (Y ) = ||X(β̂−β0)||2/k
σ̃2 = (β̂−β0)

T XT X(β̂−β0)/k
σ̃2

com distribuição F(k,n−k) para β = β0. A es-

tat́ıstica F acima pode ser usada para obter-

mos uma região de confiança para β.
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Seja α ∈ (0,1). Então o teste é rejeitado para

F (y) > F1−α(k,n−k). Assim, o conjunto de va-

lores de β que são aceitos pelo teste F é dado

por

{
β ∈ Rn : (β̂−β)T XT X(β̂−β)/k

σ̃2 ≤ F1−α(k,n−k)

}

Esta região define um elipsóide centrado em

β̂, especificando uma região de confiança para

β com coeficiente de confiança de 1− α.

Observe que se as colunas de X forem ortogo-

nais XTX será uma matriz diagonal e, os eixos

de confiança serão paralelos aos eixos coor-

denados pois a região de confiança tomará a

forma

{
β ∈ Rn :

∑k
j=1(β̂j−βj)

2||xj||2/k

σ̃2 ≤ F1−α(k,n−k)

}
.
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2.7.2 Intervalos de Confiança

A região de confiança definida na seção ante-
rior é dif́ıcil de ser visualisada quando há mais
de dois parâmetros. Frequentemente, calcu-
lamos IC’s separados para cada parâmetro do
modelo.

Considere novamente o modelo linear L1 =
span{x1, ..., xk} e a hipótese H0 : βk = β0, onde
agora β0 ∈ R é alguma constante dada. Por
argumentos similares aos usados para o teste F
obtemos a estat́ıstica de teste t(Y ) = β̂k−β0

s.e.(β̂k)
∼

t(n−k) sob H0,

que pode ser usada para testar H0. O teste
acima pode ser rearrumado para fornecer uma
região de confiança para βk dada por

IC(βk,1− α) : β̂k ± t1−α
2(n−k)s.e.(β̂k)

Este é o IC padrão para um parâmetro univari-
ado e pode ser obtido apartir do estimador e
seu erro padrão.
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Encontramos a expressão para s.e.(β̂k), agora

encontraremos as expressões para s.e.(β̂i).

Vimos que β̂ ∼ Nk(β, σ2C), onde C = (XTX)−1.

Assim, a variância de β̂j é, expressa em termos

dos elementos cij de C, V ar(β̂j) = σ2cjj, tal

que s.e.(β̂j) = σ̃c
1/2
jj .

Assim, comparando com os resultados obtidos

para β̂k conclúımos que ckk = ||z||−2. Também

podemos verificar que Cov(β̂j, β̂l) = σ2cjl tal

que corr(β̂j, β̂l) =
cjl√
cjjcll

.

2.7.3 Hipóteses Afim

A técnica usada anteriormente para testar hi-

póteses que são lineares após a subtração de

um vetor constante pode ser facilmente esten-

dida.
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Considere um modelo linear L1 e seja x0 ∈ L1

um vetor fixado.

Seja L2 um subespaço linear de L1 e considere

a hipótese

H2 : µ ∈ x0 + L2 tal que H2 seja uma sub-

hipótese de L1.

Como o espaço x0 + L2 é um subespaço afim

de L1, a hipótese é chamada hipótese afim.

Para testar H2 consideramos o novo vetor de

observações Y ′ = Y − x0. Em termos de Y ′, a

hipótese L1 permanece inalterada e a hipótese

H2 corresponde à µ2 ∈ L2, onde µ′ = E[Y ′].

O estimador para σ2 sob L1 baseado em Y ′ é

σ̃2 = 1
n−k1

||Y ′ − µ̂1||2, com k1 = dimL1, onde

µ̂1 = p1(Y
′) = p1(Y ) − x0, p1 e p2 sendo as

projeções sobre L1 e L2.
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Assim, σ̃2 = 1
n−k1

||Y − x0 − p1(Y ) + x0||2 =
1

n−k1
||Y − p1(Y )||2, que é o mesmo estimador

de σ2 para Y sobre L1.

Para o numerador da estat́ıstica F , observe que

o estimador de µ′ sob H2 é p2(Y−x0) = p2(Y )−
p2(x0). Assim, a estat́ıstica F para H2 é

F (Y ) = ||p1(Y )−p2(Y )−(x0−p2(x0))||2/(k1−k2)
σ̃2

onde k2 = dimL2. Sob H2, F (Y ) ∼ F(k1−k2,n−k1)
.
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2.8 Suficiência

Considere a função de verossimilhança dada

por

L(µ, σ2) = (2πσ2)−n/2 exp
{
− 1

2σ2||y − µ||2
}

Considere a questão de suficiência para os pares

(β, σ2) sob L1 = span{X} onde µ = Xβ com X

de posto completo k. Temos, para µ = Xβ,

||y − µ||2 =

(y−Xβ)T (y−Xβ) = yTy− 2yTXβ + βTXTXβ.
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Assim, podemos escrever,

L(Xβ, σ2) =

(2πσ2)−n/2 exp
{
−yT y

2σ2 + yT Xβ
σ2 − βT XT Xβ

2σ2

}

A f.v. depende dos dados Y somente através

da estat́ıstica (Y TY, Y TX), que é, portanto,

suficiente. Os coeficientes são (− 1
2σ2, β

σ2) cujo

doḿınio é (−∞,0) × Rk contém um conjunto

aberto. Assim, a estat́ıstica é completa e por-

tanto, suficiente minimal para (β, σ2).

Vimos que β̂ é uma função 1 a 1 de XTY pois a

matriz XTX é não-singular. Além disso, temos

que

σ̃2 = 1
n−k

{
yTy − β̂TXTXβ̂

}
Assim, para β̂ fixado, σ̃2 é uma função 1 a 1

de (Y TY, Y TX) e portanto, (β̂, σ̃2) também é

uma estat́ıstica suficiente minimal.
18



(Caṕıtulo 1): o fato de estimarmos µ e σ2

juntos, tem o efeito de produzir um viés neg-

ativo no estimador de σ2 pois µ̂ é o valor que

minimiza ||y − µ||, empurrando o EMV σ̂2 =
1
n||y − µ||2 para zero.

O estimador modificado σ̃2 = 1
n−k||y − µ̂||2 é

maior que σ̂2, compensando o viés negativo e

fazendo σ̃2 um estimador não-tendencioso de

σ2.

Além disso, σ̃2 é uma função da estat́ıstica

suficiente completa (Y TY, Y TX) e, portanto,

pelo teorema de Lehmann-Scheffé este é o es-

timador não tendencioso de variância ḿınima.

O viés negativo de σ̂2 pode ser compensado

de muitas outras formas. A pergunta que se

coloca aqui é por que escolhemos σ̃2 e não um

estimador que satisfaça por exemplo E[σ̃1] = σ

com variância ḿınima?
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Para justificar o estimador σ̃2, introduziremos

um conceito estendido de suficiência chamado

L-suficiência.

O perfil da log. verossimilhança para σ2 é

L̃(σ2) = (2πσ2)−n/2 exp
{
− 1

2σ2||y − µ̂||2
}

Por definição, uma estat́ıstica é dita L-suficiente

se ela pode ser obtida aplicando-se o critério da

fatoração de Neyman-Fisher ao perfil da log.

verossimilhança (tratando L̃ como se fosse a

verdadeira verossimilhança).

No presente caso, o perfil da verossimilhança

depende de Y somente através da função desvio

minimizada D(µ̂) = ||y− µ̂||2 que é L-suficiente

para σ2.
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O prinćıpio da suficiência, que também se es-

tende para a L-suficiência, diz-nos que deve-

mos usar a distribuição marginal de D(µ̂), a

estat́ıstica L-suficiente, para inferências sobre

σ2.

Em particular, devemos estimar σ2 usando a

verossimilhança marginal correspondente à D(µ̂)

que fornece um estimador de MV marginal para

σ2.

||y − µ̂||2 ∼ σ2χ2
(n−k)

Para derivar o EMV marginal para σ2 considere

a distribuição gama Ga(α, λ) com fdp

p(y;α, λ) = (λ/α)λ

Γ(λ) yλ−1e−λy/α

α denota a média e λ é o parâmetro de forma.
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Lembre da propriedade de mudança de escala:

cGa(α, λ) = Ga(cα, λ), c > 0. Como χ2
(f) =

Ga(f, f/2) segue que

||y − µ̂||2 ∼ Ga(σ2(n− k), (n− k)/2).

Para obter o EMV de para α baseado na dis-

tribuição Gama, devemos maximizar a função

f(α) = α−λe−λy/α. O máximo é alcançado

para α̂ = y.

Para α = σ2(n − k) e λ = (n − k)/2 o EMV

marginal para σ2 é σ̃2 = 1
n−k||y − µ̂||2.

Assim, mostramos que σ̃2 é o EMV marginal

para σ2 baseado em ||y − µ̂||2.

22



2.9 Distribuições não-centrais

Consideraremos agora as distribuições χ2, t e F

não-centrais e mostraremos como elas podem

ser usadas para obter as funções de poder dos

testes t e F .

2.9.1 Qui-quadrado não-central

Sejam Y1, ..., Yn independentes com Yi ∼ N(ξ,1),

i = 1, ..., n onde ξ = (ξ1, ..., ξn)T ∈ Rn.

Estudaremos aqui a distribuição de U =
∑n

i=1 Y 2
i .

Se ξ = 0, a distribuição de U é a distribuição

qui-quadrado padrão (central).
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Para ξ 6= 0, a distribuição de U é chamada
uma distribuição de qui-quadrado não-central
com n graus de liberdade e parâmetro de não-
centralidade δ = ||ξ||, e é denotada por χ2

(n;δ).

Em particular, a distribuição de qui-quadrado
central é χ2

(n) = χ2
(n;0).

Vamos demonstrar agora que a distribuição de
U depende de ξ somente através de ||ξ||.

Seja Y = (Y1, ..., Yn)T tal que U = ||Y ||2. De-
componha Y tal que

Y = ξ+ε onde as componentes de ε = (ε1, ..., εn)T

têm distribuição N(0,1), i = 1, ..., n. Seja A,
uma matriz ortogonal. Então,

||AY ||2 = Y 2ATAY = Y TY = ||Y ||2

Assim, P (U > u) = P (||Y ||2 > u) = P (||AY ||2 >

u) = P (||Aξ + Aε|| > u).
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Pelo teorema 2, a variável Aε tem a mesma

distribuição de ε tal que

P (U > u) = P (||Aξ + ε||2 > u).

Podemos escolher A tal que para δ = ||ξ|| temos

Aξ = (δ,0, ...,0)T . Segue que P (U > u) de-

pende de ξ somente através de δ = ||ξ||2.

Podemos tomar uma nova coordenada do sis-

tema definida por e1 = ξ
||ξ|| e e2, ..., en ortogo-

nais à e1 tal que e1, ..., en seja uma base ortonor-

mal para Rn.

Seja X = (X1, ..., Xn)T as coordenadas de Y

na base (e1, ..., en). Então,

Xi = eiY e EX1 = ξ
||ξ||ξ = ||ξ|| = δ

EXi = eiξ = 0, i = 2, ..., n.
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Mas, U = ||Y ||2 = ||X||2 = X2
1 +

∑n
i=2 X2

i =

(δ + ϕ1)
2 +

∑n
i=2 ϕ2

i

onde ϕ1, ϕ2, ..., ϕn são independentes com dis-

tribuição N(0,1).

Assim, decompomos U em uma soma de duas

variáveis independentes, uma χ2
(1;δ) e outra χ2

(n−1).

Obtemos E[(ϕ1 + δ)2] = V ar(ϕ1 + δ)+ {E[δ +

ϕ1]}2 = 1 + δ2.

Usando E[χ2
(n−1)] = n− 1 obtemos EU = δ2 +

n. Usando fórmulas para o quarto momento da

distribuição normal obtemos V ar(U) = 4δ2 +

2n.

A seguir, apresenta-se uma fórmula de con-

volução para a distribuição de Qui-quadrado

não central.

26



Sejam U1 e U2 independentemente distribúıdas
com Ui ∼ χ2

(ni;δi)
, i = 1,2. Então, U1 + U2 ∼

χ2
(n1+n2;(δ

2
1+δ22)

1/2)
.

Sejam Y1 e Y2 definidos da seguinte forma:

Y1 =



δ1 + ε1
ε2
...

εn1
0
...
0


e Y2 =



0
...
0

δ2 + εn1+1
εn1+2

...
εn


.

Podemos escrever U1 = ||Y1||2 e U2 = ||Y2||2,
onde ε1, ..., εn são iid’s N(0,1). Como Y1 ⊥ Y2,
segue, do Teorema de Pitágoras que,

U1 + U2 = ||Y1||2 + ||Y2||2 = ||Y1 + Y2||2.

Além disso, Y1+Y2 = ξ+ε onde εT = (ε1, ..., εn)
e ξT = (δ1,0, ...,0, δ2,0, ...,0). Assim, U1+U2 ∼
χ2
(n1+n2;(δ

2
1+δ22)

1/2)
⇒ U ∼ χ2

(n;δ).
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2.9.2 Distribuições t e F não-centrais.

Sejam U1 e U2 independentes e tais que U1 ∼
χ2
(f1;δ)

e U2 ∼ χ2
(f2)

. Então a distribuição de

F = U1/f1
U2/f2

é chamada distribuição F não-central

e denotada por F ∼ F(f1,f2;δ)
.

Similarmente, se Y e U são independentes com

Y ∼ N(δ,1) e U ∼ χ2
(f), então a distribuição de

t = Y√
U/f

é chamada distribuição t não-central,

denotada por t ∼ t(f ;δ).

Generalizando aqui a relação entre as distribuições

t e F tem-se que t2(f ;δ) = F(1,f ;δ).
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2.9.3 O poder dos testes t e F

Considere o modelo padrão onde Y1, ..., Yn são

independentes com Yi = µi+εi, µT = (µ1, ..., µn),

Y T = (Y1, ..., Yn). Sejam L2 ⊆ L1 duas hipóteses

lineares e considere a estat́ıstica F do teste de

L2 sob L1

F (y) = ||µ̂1−µ̂2||2/(k1−k2)
||y−µ̂1||2/(n−k1)

Sob L2, F (Y ) ∼ F(k1−k2,n−k1)
. Em particular,

a distribuição de F (Y ) não depende do valor

de µ para µ ∈ L2.

Considere agora a distribuição de F (Y ) sob L1\
L2. Primeiro note que Y − p1(Y ) = µ + ε −
p1(µ)− p1(ε) = ε− p1(ε).

Assim, ||Y − p1(Y )||2 = ||ε− p1(ε)||2 ∼ χ2
(n−k1)

.
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Para o vetor p1(Y )− p2(Y ) o resultado é dife-

rente.

p1(Y )−p2(Y ) = p1(µ)+p1(ε)−p2(µ)−p2(ε) =

p1(ε)− p2(ε) + µ− p2(µ).

Como p1(ε)− p2(ε) é independente de ε− p1(ε)

segue que p1(Y )− p2(Y ) e Y − p1(Y ) são inde-

pendentes.

1
σ2||Y − p1(Y )||2 ∼ χ2

(n−k1)

1
σ2||p1(Y )− p2(Y )||2 =

||p1(ε/σ)− p2(ε/σ) + 1
σ{µ− p2(µ)}||2

Como εi/σ ∼ N(0,1) segue que 1
σ2||p1(Y ) −

p2(Y )||2 ∼ χ2
(k1−k2;δ)

, onde δ = ||1σ{µ−p2(µ)}|| =
1
σ ||µ− p2(µ)||.
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Observe que para provar que 1
σ2||Y −p1(Y )||2 ∼

χ2
(n−k1)

temos que representar p1(ε/σ)−p2(ε/σ)

como um vetor em Rk1−k2 com componentes

iid’s N(0,1). O parâmetro de não centralidade

mede assim, em unidades de σ, a distância or-

togonal entre µ e L2.

Pela definição da distribuição F não-central,

obtemos

F (Y ) ∼ F(k1−k2,n−k1;δ)

Podemos agora calcular o poder do teste F .

Seja α o ńıvel do teste tal que rejeitamos L2

se F (y) > F1−α(k1−k2,n−k1)
.

O poder do teste F é então uma função de δ:

Poderα(δ) = P
(
F (Y ) > F1−α(n−k1,k1−k2;δ)

)
onde F (Y ) ∼ F(n−k1,k1−k2;δ)

.
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Mas,

E

[
||Y−p1(Y )||2

n−k1

]
= σ2

para µ ∈ L2 e µ ∈ L1 	 L2.

E

[
||p1(Y )−p2(Y )||2

k1−k2

]
= σ2

(
1 + δ2

k1−k2

)

Isto confirma que a média do numerador da es-

tat́ıstica F é uma função crescente de δ. Para

δ = 0, F é a razão de duas quantidades inde-

pendentes, ambas com média σ2. Assim, sob

L2, esperamos que F seja próxima de 1.

O poder do teste t bilateral pode ser obtido a

partir do poder do teste F pois t2(f) = F(1,f).
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Considere então o poder do teste de H0 : βk =

β0, cuja estat́ıstica de teste é t(Y ) = β̂k−β0
s.e.(β̂k)

.

Sob H0, β̂k − β0 ∼ N(βk − β0, σ2cjj).

Assim, como β̂k e s.e.(β̂k) são independentes,

t(Y ) ∼ t(
n−k;(βk−β0)/(σc

1/2
jj )

).
Suponha que HA : βk > β0. Então o teste

rejeita Ho se t(y) > t1−α(n−k). Logo, o poder

do teste será dado por

P (t(Y ) > t1−α(n−k)) onde

t(Y ) ∼ t(
n−k;(βk−β0)/(σc

1/2
jj )

).
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