
2. O MODELO LINEAR GERAL

2.1 Modelos Lineares e Álgebra Linear

Considere o vetor de observações

Y = (Y1, ..., Yn)
T como um ponto do espaço

vetorial Rn e µ = (µ1, ..., µn)
T como um vetor

em Rn.

Suposições:

Y1, ..., Yn são v.a.’s independentes com

Yi ∼ N(µi, σ
2), i = 1, ..., n.

Estudaremos modelos lineares para o vetor de

médias, isto é, a hipótese que especifica res-

trições lineares sobre µ.
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Por exemplo, o modelo de regressão linear sim-

ples pode ser escrito da seguinte forma

µ = β11 + β2x, onde 1 = (1, ...,1)T e

x = (x1, ..., xn)
T são vetores n× 1.

O modelo de regressão linear simples pode en-

tão ser especificado dizendo-se que µ é uma

combinação linear dos vetores 1 e x com coe-

ficientes desconhecidos.

DEFINIÇÃO: Um modelo linear de dimensão k

é uma hipótese para o vetor de média da forma

H0 : µ ∈ L,

onde L é um subespaço linear de Rn de di-

mensão k.
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Lembre que L ⊂ Rn é chamado um subespaço

linear se

(i) 0 ∈ L

(ii) x1, x2 ∈ L ⇒ a1x1 + a2x2 ∈ L, ∀ a1, a2 ∈ R.

Lembre também que uma base para um sub-

espaço linear L é um conjunto de elementos

de L, x1, ..., xk satisfazendo as duas seguintes

condições:

(i) qualquer vetor em L é uma combinação li-

near de x1, ..., xk.

(ii) x1, ..., xk são linearmente independentes, isto

é, satisfazem

∑k
i=1 aixi = 0 ⇔ a1 = ... = ak = 0.

Se (i) e (ii) são satisfeitas, então a dimensão

de L é k.
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Se uma base x1, ..., xk é dada para um modelo
linear L, temos, sob a hipótese L,

µ =
k∑

j=1

xjβj

e como x1, ..., xk forma uma base, a representa-
ção acima é única.

Na forma matricial podemos escrever

µ = Xβ, (1)

onde X é uma matriz n×k com colunas x1, ..., xk
e β = (β1, ..., βk)

T é o vetor de parâmetros k×1.

Cada base de L fixada corresponde a uma re-
presentação da forma (1) com as colunas de
X formando a base e, portanto, linearmente
independentes. A matriz X de uma dada base
é chamada matriz de planejamento para o mo-
delo.
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Suponha que sejam dadas duas representações

do mesmo modelo linear:

µ = X1β e µ = X2ψ.

Então existe uma matriz A não-singular tal que

X1 = X2A, pois tanto as colunas de X1 como

as colunas de X2 formam uma base para L.

Assim, X1β = X2Aβ e, ψ = Aβ, já que a re-

presentação X2ψ é única pois as colunas de X2

são li’s.

Como A é não-singular, existe A−1 e, assim,

β = A−1ψ
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⇒ existe uma relação linear 1 a 1 entre os

parâmetros β e ψ.

⇒ uma mudança de base para L corresponde

univocamente a uma reparametrização linear

do modelo.

Em certa extensão deve-se enfatizar as pro-

priedades dos modelos lineares que são inde-

pendentes da parametrização, isto é, indepen-

dentes da escolha da base para L.

NOTAÇÃO:

Se A = {aij : i = 1, ..., r; j = 1, ..., s} é uma

matriz r × s então

AT = {bij : bij = aji, i = 1, ..., s; j = 1, ..., r}
é a transposta de A. Em particular, xT =

(x1, ..., xk) denota um vetor-linha 1 × k e x =

(x1, ..., xk)
T denota o vetor-coluna k × 1.
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O produto interno (escalar) de dois vetores x
e y em Rn é denotado por

x.y = xTy = yTx =
∑n
i=1 xiyi

e a norma ||.|| de um vetor x ∈ Rn é definida
por

||x|| =
√
xTx =

√
x.x =

√∑
i x

2
i

Dois vetores x e y em Rn são ditos ortogonais
se x.y = 0, caso no qual escrevemos x ⊥ y.

Assim, podemos escrever o teorema de Pitágoras
da seguinte forma:

x ⊥ y ⇒ ||x+ y||2 = ||x||2 + ||y||2

Qualquer subespaço linear L de dimensão k em
Rn tem uma base ortogonal e1, ..., ek. Isto é,
uma base para a qual ei ⊥ ej, ∀ i 6= j.

Se além disso ||ei|| = 1, ∀i = 1, ..., k a base é
dita ortonormal.
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Se L é um subespaço de Rn e y ∈ Rn, então

existe um único ponto x ∈ L tal que

(y − x).z = 0, ∀z ∈ L

O ponto x é denotado por pL(y) e é chamado

de projeção ortogonal de y sobre L.

Pode-se equivalentemente, definir x = pL(y)

como o único ponto em L para o qual a função

f(z) = ||y − z|| é minimizada para z ∈ L.

Note que para qualquer z ∈ L tem-se, pelo

teorema de Pitágoras,

||y − z||2 = ||y − pL(y)||2 + ||pL(y)− z||2

Suponha agora uma base ortogonal para L,

{e1, ..., ek}.
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Neste caso temos a seguinte expressão para a
projeção ortogonal de y sobre L:

pL(y) =
∑k
i=1

ei.y
||ei||2

ei

Uma técnica para obter uma base ortogonal é o
processo de ortogonalização de Gram-Schmidt
que é definido como segue.

Denote por span{S} o menor subespaço em Rn

que contém o conjunto S.

Seja a1, ..., ak uma base dada para L que deve
ser ortogonalizada. Seja Lj = span{a1, ..., aj}
e defina e1 = a1 e ej = aj − pLj−1

(aj), para
j = 2, ..., k.

Então e1, ..., ek formam uma base ortogonal para
L. A projeção pLj−1

(aj) pode ser facilmente
calculada pela fórmula dada anteriormente no-
tando-se que Lj−1 = span{e1, ..., ej−1}, pois
e1, ..., ej−1 formam uma base ortogonal para
Lj−1.
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Se L1 e L2 são subespaços lineares de Rn, dize-

mos que L1 e L2 são ortogonais se v1 ⊥ v2,

∀ v1 ∈ L1 e v2 ∈ L2. Neste caso escrevemos

L1 ⊕ L2 para o conjunto

L1 + L2 = {v1 + v2 : v1 ∈ L1 v2 ∈ L2}.

Para um dado subespaço linear L, definimos o

complemento ortogonal de L por

L⊥ = {x ∈ Rn : x ⊥ z, ∀z ∈ L}

que é também um subespaço linear de Rn.

Note que L ∩ L⊥ = {0}.

Mais geralmente, para subespaços lineares da-

dos tal que L2 ⊂ L1 ⊂ Rn, o complemento or-

togonal de L2 em L1 é definido por L1	L2 =

{x ∈ L1 : x ⊥ z, ∀z ∈ L2}.
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2.2 Estimação de Máxima-verossimilhança para

o modelo linear L

Como Yi ∼ N(µi, σ
2), a verossimilhança para

(µ, σ2) é

L(µ, σ2) = (2πσ2)−n/2 exp{− 1
2σ2||y − µ||2}

Para σ2 fixado, o máximo de L(µ, σ2) sobre o

conjunto µ ∈ L é obtido para o valor de µ ∈ L
que minimiza ||y − µ||2.

Assim, o ḿınimo é obtido para o valor

µ̂ = pL(y)

O valor máximo de L(µ, σ2) para um dado σ2 é

então L̃(σ2) = L(µ̂, σ2) = (2πσ2)−n/2 exp{− 1
2σ2 ||y−µ̂||2}
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L̃(σ2) é chamado perfil da verossimilhança para

σ2. O EMV de σ2 pode ser achado maximi-

zando-se este perfil. Observe que para isto

precisamos maximizar uma função da forma

f(s) = s−λe−d/s, s > 0.

Tomando a derivada de g(s) = log f(s) =

= −λ log s− d/s dada por −λs + d
s2

e igualando-

a a zero temos s = d
λ. Como g′′(s) < 0 neste

ponto, segue que temos um ponto de máximo.

Assim, σ̂2 = 1
n||y − µ̂||2, onde µ̂ = pL(y).

Se y ∈ L, pL(y) = y e o perfil toma a forma

L̃(σ2) = (2πσ2)−n/2 que converge para∞ quan-

do σ2 → 0. Como o doḿınio para σ2 é R+ que

não contém o zero, a estimativa de máxima-

verossimilhança não existe neste caso.
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TEOREMA 1: Para um modelo linear L, os

EMVs de µ e σ2 existem se e só se y /∈ L e são

dados por µ̂ = pL(y) e σ̂2 = 1
n||y − µ̂||2.

O máximo da verossimilhança é

L(µ̂, σ̂2) = (2πσ̂2)−n/2e−n/2.

O problema do EMV de σ2 não existir quando

y ∈ L não é na verdade grave. O evento

{Y ∈ L} tem probabilidade zero, exceto no

caso não interessante em que L = Rn.

Devemos sempre substituir o estimador σ̂2 pelo

estimador σ̃2 dado por

σ̃2 = 1
n−k||y − µ̂||2

onde k é a dimensão de L.
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Escreva y = y − µ̂ + µ̂. Como y − µ̂ ∈ L⊥ e

µ̂ ∈ L, estes dois vetores são ortogonais e, pelo

teorema de Pitágoras,

||y||2 = ||y − µ̂||2 + ||µ̂||2

Assim, uma expressão alternativa para σ̃2 é

σ̃2 = 1
n−k{||y||

2 − ||µ̂||2}

2.2.1 Expressão matricial para a projeção

Seja X uma matriz n×k cujas colunas {x1, ..., xk}
são li’s e seja L = span{x1, ..., xk} tal que x1, ..., xk
formam uma base para L. Para µ ∈ L, temos

µ =
∑
i xiβi e esta representação é única.

Derivaremos um fórmula matricial para β̂, onde

β = (β1, ..., βk)
T e µ̂ = Xβ̂ representa o EMV

de β sob o modelo L.
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Sabemos que β̂ pode ser obtido minimizando-

se ||y − µ||2 para µ ∈ L ou, equivalentemente,

minimizando-se a “deviance” (soma dos quadra-

dos dos desvios) D(β) = ||y −Xβ||2.

Podemos escrever D(β) =
∑
i(yi−

∑
j(xijβj))

2.

Assim, para l = 1, ..., k, δDδβl
= −2

∑
i(yi−

∑
j xijβj)xil,

que pode ser escrita na forma matricial como
δD
δβ = −2XT (y −Xβ).

O sistema de equações de verossimilhança ou

equações normais δD
δβ = 0 é, então, equivalente

à

XTy = XTXβ

Como as colunas de X são li’s então a matriz

XTX é não-singular. Segue que

β̂ = (XTX)−1XTy
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Podemos escrever então µ̂ = Hy onde

H = X(XTX)−1XT e é conhecida como matriz

‘chapéu’ ou matriz de projeção.

Assim, pL(y) = Hy é a projeção ortogonal de y

sobre o espaço linear L. O vetor µ̂ é chamado

vetor de valores ajustados.

Propriedades da matriz de projeção:

1. H é idempotente, isto é H2 = H.

2. H é simétrica, HT = H.

Na verdade, tais propriedades caracterizam uma

matriz de projeção. Para verificar isto seja H

uma matriz arbitrária n×n que satisfaça (1) e

(2).
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Defina L = span{H} onde span{H} representa

o espaço gerado pelas colunas de H. Para

verificar que H define uma matriz de projeção

sobre L precisamos mostrar que

(y −Hy) ⊥ z, ∀ y ∈ Rn, ∀ z ∈ L

Dem.: (y−Hy).z = y.z−(Hy).z = yTz−yTHTz =

yTz − yTHz.

Como L = span{H} e z ∈ L segue que existe

x ∈ Rn tal que z = Hx.

Assim, yTz = yTHx e yTHz = yTHHx = yTHx.///

Várias fórmulas podem ser derivadas usando-

se a matriz-chapéu. Por exemplo,

||y − µ̂||2 = yT (I −H)y

A matriz H é importante na análise dos reśıduos

como veremos adiante.
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2.3 O teste da razão de verossimilhança

Ferramenta básica para inferência em modelos

lineares ⇒ teste da razão de verossimilhança.

Sejam L1 e L2 duas hipóteses lineares tal que

L2 ⊆ L1 e k2 < k1, onde k1 = dimL1 e k2 =

dimL2. Queremos testar L2 sob L1, isto é,

testar a hipótese nula H0 : µ ∈ L2 contra a

alternativa HA : µ ∈ L1 \ L2.

Para testar L2 sob L1, propomos usar o teste

da R.V. definido por

Q(y) =
L(µ̂1,σ̂

2
1)

L(µ̂2,σ̂
2
2)

onde (µ̂i, σ̂
2
i ), i = 1,2 são os EMVs sob Li,

respectivamente.
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Observe que com probabilidade 1,

1 ≤ Q(y) < ∞ devido ao fato de que L2 ⊆ L1

o que implica L(µ̂1, σ̂
2
1) ≥ L(µ̂2, σ̂

2
2).

A interpretação do teste da RV é que ele com-

para o valor máximo da verossimilhança sob

L1 com o valor máximo sob L2. Se o valor de

L2 sob L1 é muito menor do que sob L1, re-

jeitamos L2 em favor de L1. No caso oposto,

aceitamos L2.

Formalmente, rejeitamos L2 se Q(y) > c, onde

a constante c é escolhida tal que o ńıvel do

teste seja α. Assim, escolhemos c tal que

PL2
(Q(Y ) > c) = α.
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Usando o Teorema 1, obtemos

Q(y) =
(
σ̂2
1
σ̂2
2

)−n/2
=

(
||y−µ̂1||2
||y−µ̂2||2

)−n/2
Agora, defina uma estat́ıstica de teste dada

por

F (y) = ||µ̂1−µ̂2||2/(k1−k2)
||y−µ̂1||2/(n−k1)

Mostraremos que Q(y) é uma função monótona

crescente de F (y).

Escreva y − µ̂2 = (y − µ̂1) + (µ̂1 − µ̂2).

µ̂2 ∈ L2 e L2 ⊆ L1 ⇒ µ̂2 ∈ L1. Como µ̂1 ∈ L1

segue que µ̂1 − µ̂2 ∈ L1 e y − µ̂1 ∈ L⊥1 . Assim,

y − µ̂1 ⊥ µ̂1 − µ̂2.

Pelo teorema de Pitágoras,

||y − µ̂2||2 = ||y − µ̂1||2 + ||µ̂1 − µ̂2||2
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Rearrumando os termos acima chegamos a

Q(y) =
(
1 + ||µ̂1−µ̂2||2

||y−µ̂1||2

)n/2

ou seja, Q(y) =
(
1 + F (y)

g

)n/2
, onde

g = (n− k1)/(k1 − k2).

Segue que Q(y) é uma função 1 a 1 crescente
de F (y). Assim, o teste da RV é equivalente ao
teste definido por F (y) > d, onde d é escolhido
de acordo com o ńıvel α do teste.

|= F (Y ) ∼ F(k1−k2,n−k1) sob L2.

Assim,

d = F1−α(k1−k2,n−k1)

O p-valor do teste é p = p(y) tal que F (y) =
F1−p(y)(k1−k2,n−k1).
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2.4 Voltando ao Modelo de Regressão Linear
Simples

Modelo: µi = β1 + β2xi para i = 1, ..., n.

Usaremos a representação alternativa:

µi = α+ β2ti, onde ti = xi − t̄+ e

α = β1 − β2x̄+.

⇒ µ = α1 + β2t, onde t = (t1, ..., tn)
T .

Logo, o modelo acima corresponde ao modelo
linear L1 = span{1, t}, de dimensão 2 (St > 0).

Observe que 1 ⊥ t pois 1.t =
∑
i ti = t+ = 0.

Assim, obtemos o seguinte estimador para µ

sob L1

µ̂1 = pL1
(y) = 1.y

||1||21 + t.y
||t||2t

Mas, ||1||2 = n, ||t||2 = St, 1.y = y+ e t.y = Sty
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⇒ µ̂1 =
y+
n 1 +

Sty
St
t.

Usando este resultado, encontramos que α̂ =
ȳ+ e β̂2 =

Sty
St

de acordo com os resultados
obtidos anteriormente.

Além disso, usando o teorema de Pitágoras,
lembrando que 1 ⊥ t, encontramos que

||µ̂1||2 = ||α̂1 + β̂2t||2 = α̂2||1||2 + β̂2||t||2

= nα̂2 + Stβ̂
2
2

Como ||y||2 = Sy, segue que

||y − µ̂1||2 = ||y||2 − ||µ̂1||2 = Sy − nα̂2 − β̂2
2St,

que confirma a fórmula obtida anteriormente.

Como D(β̂1, β̂2) = ||y− µ̂1||2, encontramos que

σ̃2 = 1
n−2||y − µ̂1||2 = 1

n−2(Sy − nα̂2 − Stβ̂
2
2)
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Vejamos agora a estat́ıstica F para o teste

da hipótese definida por L2 = span{1}, de di-

mensão 1. Neste caso,

µ̂2 = pL2
(y) = y1

||1||21 = ȳ+1.

Logo, µ̂1 − µ̂2 = β̂2t tal que

||µ̂1 − µ̂2||2 = β̂2
2||t||

2 = Stβ̂
2
2.

Segue que a estat́ıstica F para L2 sob L1 é

F (y) =
β̂2
2St
σ̃2 .

Lembre que a estat́ıstica de teste para β1 = 0

é t(y) = β̂2
σ̃/
√
St

tal que F (y) = t2(y).

Veremos mais a frente que esta relação é sem-

pre válida quando dimL1 − dimL2 = 1.

24



2.5 Distribuições: Aspectos Teóricos.

2.5.1 Resutados gerais

Erros: ε1, ..., εn v.a’s iid’s N(0, σ2).

Escrevendo ε = (ε1, ..., εn)
T segue que, usando

a notação anterior,

Y = µ+ ε

Os resultados para ε podem ser facilmente trans-

ladados para Y .

Seja e1, ..., en uma base ortonormal para Rn e

escreva ε =
∑
iϕiei, de forma que ϕ1, ..., ϕn são

as coordenadas de ε na base e1, ..., en. ϕ1, ..., ϕn

são v.a’s cuja distribuição conjunta pode ser

obtida.
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Seja ϕ = (ϕ1, ..., ϕn)
T e seja A n×n uma matriz

cujas colunas são e1, ..., en. Então, ε = Aϕ e A

é uma matriz ortogonal satisfazendo ATA = I,

onde I é a matriz identidade.

TEOREMA 2: As v.a.’s ϕ1, ..., ϕn são iid’s com

distribuição N(0, σ2).

Dem.: A densidade de ε é

f(ε) =
∏
i(2πσ

2)−1/2 exp{− 1
2σ2ε

2
i } = (2πσ2)−n/2 exp{− 1

2σ2 ||ε||2}
Como A é ortogonal, segue que |det(A)| = 1.

Assim, a densidade de ϕ é

g(ϕ) = f(Aϕ) = (2πσ2)−n/2 exp{− 1
2σ2||Aϕ||2}.

Mas, ||Aϕ||2 = ||ϕ||2. Logo,

g(ϕ) = (2πσ2)−n/2 exp{− 1
2σ2 ||ϕ||2} =

∏
i(2πσ

2)−1/2 exp{− 1
2σ2ϕ

2
i }.
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⇒ ϕ1, ..., ϕn são iid’s com ϕi ∼ N(0, σ2), i =

1, ..., n.///

Subespaços ortogonais: Lembre que se L1 e

L2 são dois subespaços de Rn tal que a1 ⊥ a2,

∀ a1 ∈ L1 e a2 ∈ L2, dizemos que L1 e L2 são

ortogonais.

Neste caso, o subespaço U = L1 + L2 é deno-

tado por L1 ⊕ L2.

Mais geralmente, escrevemos U = L1⊕ ...⊕ Lr
desde que U = L1 + ...+Lr e Li é ortogonal à

Lj, ∀ i 6= j.
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TEOREMA 3: Sejam L1, ..., Lr subespaços li-

neares ortogonais de Rn tal que Rn = L1 ⊕
... ⊕ Lr. Sejam ki = dimLi, i = 1, ..., r e pi a

projeção ortogonal sobre Li. Então,

(i) p1(ε), ..., pr(ε) são independentes;

(ii) ||pi(ε)||2 ∼ σ2χ2
(ki)

, i = 1, ..., r.

Dem.: Faça n0 = 0 e nj = k1 + ... + kj, j =

1, ..., r onde em particular, nr = n.

Podemos escolher uma base ortonormal para

Rn, e1, ..., en tal que e1, ..., ek1 seja uma base

ortonormal para L1, ek1+1, ..., ek1+k2 seja uma

base ortonormal para L2 e assim por diante.

Em geral, enj−1+1, ..., enj é uma base ortonor-

mal para Lj.
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Considere agora ε = Aϕ com A matriz cujas

colunas são e1, ..., en. Então,

pj(ε) =

nj∑
i=nj−1+1

ϕiei

Como ϕ1, ..., ϕn são independentes (teorema

2), segue que p1(ε), ..., pr(ε) são independentes

pois a soma em pi envolve diferentes conjuntos

de ϕi’s (com interseção vazia).

Pelo teorema de Pitágoras,

||pj(ε)||2 =
∑nj
i=nj−1+1ϕ

2
i ∼ σ2χ2

(kj)

onde aqui usamos o fato de que os ϕi’s são

iid’s N(0, σ2).///
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