2. O MODELO LINEAR GERAL

2.1 Modelos Lineares e Algebra Linear
Considere o vetor de observagoes

Y = (Yy,...,Yn)T como um ponto do espaco
vetorial R® e u = (pu1, ..., un)Y como um vetor
em R".

Suposicoes:

Yq,...,Yn sao v.a.'s independentes com

Y; ~ N(u;,02),i=1,...,n.

Estudaremos modelos lineares para o vetor de

meédias, isto €, a hipotese que especifica res-
tricoes lineares sobre pu.



Por exemplo, 0 modelo de regressao linear sim-
ples pode ser escrito da seguinte forma

pu=p11+ Box, onde 1 =(1,..,1)" e
r = (x1,...,2n)L sdo vetores n x 1.

O modelo de regressao linear simples pode en-
tao ser especificado dizendo-se que © € uma
combinacao linear dos vetores 1 e x com coe-
ficientes desconhecidos.

DEFINICAO: Um modelo linear de dimensio k
€ uma hipotese para o vetor de média da forma

Ho:p €L,

onde L é um subespaco linear de R"™ de di-
mensao k.



Lembre que L C R"™ é chamado um subespaco
linear se

(i) 0Oe L

(ii) x1,20 € L = a1x1 4+ arx> € L, ¥V a1,a> € R.
Lembre também que uma base para um sub-
espaco linear L € um conjunto de elementos
de L, zq,...,x; satisfazendo as duas seguintes

condicoes:

(i) qualquer vetor em L é uma combinacao li-
near de zq, ..., T.

(ii) 1, ...,z sao linearmente independentes, isto
é, satisfazem

Z,Ile&z'ilfi =0 < al] — ... — ap — 0.

Se (i) e (ii) sao satisfeitas, entdo a dimensao
de L é k.



Se uma base zq,...,x € dada para um modelo
linear L, temos, sob a hipotese L,

k

e como z1, ..., x; forma uma base, a representa-
Cao acima € unica.

Na forma matricial podemos escrever

p=Xp, (1)

onde X € uma matriz nxk com colunas z1, ..., T
e 3= (8,..,5:)L é ovetor de parametros kx1.

Cada base de L fixada corresponde a uma re-
presentacao da forma (1) com as colunas de
X formando a base e, portanto, linearmente
independentes. A matriz X de uma dada base
é chamada matriz de planejamento para o mo-
delo.



Suponha que sejam dadas duas representacdoes
do mesmo modelo linear:

p=2X10 € p= Xop.

Ent3ao existe uma matriz A nao-singular tal que
X1 = X5A, pois tanto as colunas de X7 como
as colunas de X, formam uma base para L.
Assim, X108 = XoA0 e, v = AB, ja que a re-
presentacao X»vy € unica pois as colunas de X»
sao li's.

Como A é ndo-singular, existe A~ 1 e, assim,

B=A"1y



= eXxiste uma relacao linear 1 a 1 entre os
parametros G e 1.

= uma mudanca de base para L corresponde
univocamente a uma reparametrizacao linear
do modelo.

Em certa extensao deve-se enfatizar as pro-
priedades dos modelos lineares que sao inde-
pendentes da parametrizacao, isto &, indepen-
dentes da escolha da base para L.

NOTACAO:

Se A ={a; :i=1,..,7mj=1,.,s} € uma
matriz » X s entao

AT = {bij , bij = Qjj, 1= 1,...,8,7 = 1,...,7‘}
é a transposta de A. Em particular, z{
(z1,...,x;) denota um vetor-linha 1 x k e =
(z1,...,z;)? denota o vetor-coluna k x 1.



O produto interno (escalar) de dois vetores x
e y em R™ é denotado por

T T  __
rTy=x y=y =" 125

e a norma ||.|| de um vetor z € R™ & definida
por

2] = Va'le = Voo = /327

Dois vetores x e y em R"™ sao ditos ortogonais
se x.y = 0, caso no qual escrevemos x | y.

AsSsSim, podemos escrever o teorema de Pitagoras
da seguinte forma:

z Ly = |lz+yl>=|l||* + llyl°

Qualquer subespaco linear L de dimensao k£ em

R™ tem uma base ortogonal eq,...,e;. Isto €,
uma base para a quale; Le;, V i7#7.

Se além disso |leg|| = 1, Vi = 1,...,k a base €
dita ortonormal.



Se L € um subespaco de R" e y € R"™, entao
existe um unico ponto xz € L tal que

(y—x).z=0, VzelL

O ponto x € denotado por py(y) € € chamado
de projecao ortogonal de y sobre L.

Pode-se equivalentemente, definir x = pr(y)
COMO O unico ponto em L para o qual a funcao
f(2) = ||y — z|| € minimizada para z € L.

Note que para qualquer z € L tem-se, pelo
teorema de Pitagoras,

1y — 211% = lly = prWII* + lIpL () — 2|I?

Suponha agora uma base ortogonal para L,
{61,...,6k}.



Neste caso temos a seguinte expressao para a
projecao ortogonal de y sobre L:

pL(y) — Z’L—l e || 264

Uma técnica para obter uma base ortogonal é o
processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt
que € definido como segue.

Denote por span{S} o menor subespaco em R"
que contém o conjunto S.

Seja ay,...,ap Uma base dada para L que deve
ser ortogonalizada. Seja L; = span{ai,...,a;}
e defina e; = a1 € ¢; = a; —pLj_l(aj), para
ji=2,..,k.

Entaoeq, ..., e, formam uma base ortogonal para
L. A projecao pLj_l(aj) pode ser facilmente
calculada pela formula dada anteriormente no-
tando-se que L;_1 = spa’n,{el,...,ej_l}, pOIS
e1,...,e;—1 formam uma base ortogonal para
L;_q.



Se L1 e L, sdao subespacos lineares de R", dize-
mos que L1 e Lo sao ortogonais se vy L wvo,
V. w1 € L1 € vp € Lr. Neste caso escrevemos
L1 & Lo para o conjunto

L1+ Lo={vyi+vp:v1 € L1 wvp€ Lp}.

Para um dado subespaco linear L, definimos o
complemento ortogonal de L por

Lt={zeR":z1lz Vzell

que é também um subespaco linear de R™.
Note que L N L+ = {0}.

Mais geralmente, para subespacos lineares da-
dos tal que L, C L1 C R™, o complemento or-
togonal de Lo, em L4 é definido por L1 6 Lo =
{:BELlixJ_Z, VZELQ}.
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2.2 Estimacao de Maxima-verossimilhanca para
O modelo linear L

Como Y; ~ N(u;,02), a verossimilhanca para
(n,0°) €

L(p,02) = (2m0?) "2 exp{—5=|ly — ul|*}
Para o2 fixado, o maximo de L(u,o?) sobre o
conjunto pu € L é obtido para o valor de u € L
que minimiza ||y — ul|2.

Assim, 0 minimo é obtido para o valor

o =pr(y)

O valor maximo de L(u,c?) para um dado o2 é
entao L(o?) = L(ji,0?) = (2m02) /2 exp{—55|ly—fil|?}

202
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L(0?) é chamado perfil da verossimilhanca para
o2. O EMV de o2 pode ser achado maximi-
zando-se este perfil. Observe que para isto
precisamos maximizar uma funcao da forma
f(s) = s e /s, s> 0.

Tomando a derivada de ¢(s) = log f(s) =

= —)\logs—d/s dada por —%—l—s% e igualando-
a a zero temos s = %. Como g¢"(s) < 0 neste

ponto, segue que temos um ponto de maximo.
: ~2 _ 1 ~112 ~ _
Assim, 6 = ~||ly — i|[*, onde 1 = pr(y).

Seye L, pr(y) =y e o perfil toma a forma
L(c2) = (2702)~"/2 que converge para oo quan-
do 62 — 0. Como o dominio para o2 é R4 que
nao contém o zero, a estimativa de maxima-
verossimilhanca nao existe neste caso.
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TEOREMA 1: Para um modelo linear L, 0s
EMVs de u e 02 existem se e s6 se y ¢ L e sao
dados por ji=py(y) e 2 = X[y — i||>

O maximo da verossimilhanca €
L(ji,52) = (2n52)~"/2e—1/2,

O problema do EMV de o2 nao existir quando
y € L nao é na verdade grave. O evento

{Y € L} tem probabilidade zero, exceto no
Caso Nao interessante em que L = R™.

Devemos sempre substituir o estimador 52 pelo
estimador 52 dado por

2

~2 1 ~
g —mH?J—MHQ

onde k£ € a dimensao de L.
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Escreva y = y—ji4+ 4. Comoy—j € Lt e
u € L, estes dois vetores sao ortogonais e, pelo
teorema de Pitagoras,

1yl1* = lly — all* + [l

ASSim, uma expressao alternativa para 52 &

~ 1 ~
52 = 2 {|lyll* — |1al%}
2.2.1 Expressao matricial para a projecao

Seja X uma matriz nxk cujas colunas {z1, ..., rg}
sao li'seseja L = span{x1,...,x;} tal que xq, ..., zy
formam uma base para L. Para pu € L, temos

w=>,x;3; € esta representacao € unica.

Derivaremos um formula matricial para B, onde
8= (81,..,0.)1 e o = X representa o0 EMV
de @ sob o modelo L.
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Sabemos que B pode ser obtido minimizando-
se |ly — u||2 para pu € L ou, equivalentemente,
minimizando-se a “deviance” (soma dos quadra-
dos dos desvios) D(3) = ||y — X3||°.

Podemos escrever D(3) = Y ;(y; — 32 (xi;8))%.

Assim, paral=1,...,k, §—§l = =23 (yi—2 ®i;85) i,

que pode ser escrita na forma matricial como
55 = —2XT(y - XB).

O sistema de equacdes de verossimilhanca ou

equacoes normais %—IB) = 0 é, entao, equivalente

~

d
Xty =Xx1Xp

Como as colunas de X sao li's entao a matriz
X1 X é ndo-singular. Segue que

B=(XTX)"1Xx1Ty
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Podemos escrever entao u = Hy onde

H=X(X1TXx)"1Xx7T e 6 conhecida como matriz
‘chapéu’ ou matriz de projecao.

Assim, pr(y) = Hy € a projecao ortogonal de y

sobre 0 espaco linear L. O vetor u € chamado
vetor de valores ajustados.

Propriedades da matriz de projecao:

1. H é idempotente, isto é H? = H.

2. H é simétrica, H! = H.

Na verdade, tais propriedades caracterizam uma

matriz de projecao. Para verificar isto seja H
uma matriz arbitraria n x n que satisfaca (1) e

(2).
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Defina L = span{H} onde span{H} representa
O espaco gerado pelas colunas de H. Para
verificar que H define uma matriz de projecao
sobre L precisamos mostrar que

(y—Hy) Lz, V yeR" V z€L

Dem.: (y—Hy).z =y.z2—(Hy).z =yl z—y H 2z =
yTz — yTHz.

Como L = span{H} e z € L segue que existe
z € R™ tal que z = Hz.

AsSsim, yTz = yTHx eyTHz = yTHHx = yTH:E.///

Varias formulas podem ser derivadas usando-
se a matriz-chapéu. Por exemplo,

ly — @l =y (I — H)y

A matriz H € importante na analise dos residuos

como veremos adiante.
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2.3 O teste da razao de verossimilhanca

Ferramenta basica para inferéncia em modelos
lineares = teste da razao de verossimilhanca.

Sejam L1 e L, duas hipoteses lineares tal que
Lo C L1 e kr < k1, onde k1 = dimLq € ky =
dimL,>. Queremos testar L, sob Lq, isto €,
testar a hipotese nula Hg : u € Lo contra a
alternativa Hy : p € L1\ Lo.

Para testar L, sob L1, propomos usar o teste
da R.V. definido por

L(i11,52
Q) = LEZ;%%

onde (g;672), i = 1,2 sdo os EMVs sob L;,
respectivamente.
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Observe que com probabilidade 1,

1 < Q(y) < oo devido ao fato de que Lo, C L
o que implica L(u1,5%) > L(iin,55).

A interpretacao do teste da RV é que ele com-
para O valor maximo da verossimilhanca sob
L1 com o valor maximo sob L,. Se o valor de
Lo sob L1 é muito menor do que sob L1q, re-
jeitamos Lo, em favor de L1. NO caso oposto,
aceitamos L».

Formalmente, rejeitamos Lo se Q(y) > ¢, onde
a constante c¢ é escolhida tal que o nivel do
teste seja a. Assim, escolhemos ¢ tal que

P, (Q(Y) > o) = a.
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Usando o Teorema 1, obtemos

Q(y) = <§—§>_n/z _ (M)—n/z

ly—rinl|[?

Agora, defina uma estatistica de teste dada
por

__ a1 —f2]|?/ (k1 —k2)
FQ) = =2/ n—h)

Mostraremos que Q(y) € uma funcao mondtona
crescente de F'(y).

Escreva y — fip = (y — pi1) + (i1 — i12).

po € Lo e Lo C Ly = up € L. Como uy € Ly
segue que fiy —fip € Ly € y — iy € L{. Assim,
y—p1 L opg — po.

Pelo teorema de Pitagoras,

ly — isl|? = lly — A1l|? + ||@1 — fdol|?
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Rearrumando os termos acima chegamos a

Qy) = (1 n ||ﬁ1—ﬁ2\|2>n/2

ly—pi1]]?
ou seja, Q(y) = (1 + @)n/g onde

g=(n—k1)/(k1—k2).

Segue que Q(y) € uma funcao 1 a 1 crescente
de F(y). Assim, o teste da RV é equivalente ao
teste definido por F'(y) > d, onde d é escolhido
de acordo com o nivel a do teste.

|: F(Y) ~ F(kl—kQ,n—kl) sob Lo.
ASsSim,

d = F1_o(ki—kom—Fky)

O p-valor do teste € p = p(y) tal que F(y) =

Y p(y) (k1 —kon—k1)-
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2.4 Voltando ao Modelo de Regressao Linear
Simples

Modelo: u; = (1 + Box; parat=1,...,n
Usaremos a representacao alternativa:
p; = o+ Bot;, onde t; = x; —t4 €

a = (1 — Brx4.

= u=al+ GBt, onde t = (t1,...,tn)L.

Logo, o modelo acima corresponde ao modelo
linear L1 = span{l,t}, de dimensao 2 (S; > 0).

Observe que 1 L t pois 1.t = > ;t; = t4 = 0.
Assim, obtemos O seguinte estimador para u
sob L4

~ 1.y
A =pL;(¥) = e l+T?|12t

Mas, |12 =n, ||t][2 =S Ly =yy e t.y = Sy
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- S
= 1= SFl4+ g
Usando esteSresuItado, encontramos que a =
yr e Bp = S—? de acordo com os resultados

obtidos anteriormente.

Além disso, usando o teorema de Pitagoras,
lembrando que 1 1 ¢, encontramos que

121117 = ||al + Bot]|? = &2||1][% + Bol[t]]?
= na? + 433
Como ||y||? = Sy, segue que
ly — 1|[* = |lyl|* = ||z1]|* = Sy — na* — B35,
que confirma a formula obtida anteriormente.

Como D(f1, B2

2 = L|ly — g1]|? = - 15(Sy — na@? — S33)
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Vejamos agora a estatistica F' para o teste
da hipotese definida por Lo = span{l}, de di-
mensao 1. Neste caso,

~ 1 —
H2 — pLQ(y) — ‘iﬂQl = y4 1.

Logo, fiy — fip = Pot tal que
|1 — B2|? = B3|[t]|? = S:65.

Segue que a estatistica F para Lo, sob L4 é
P(y) =25

Lembre que a estatistica de teste para 51 =0
é t(y) = ”/\/_ tal que F(y) = t2(y).

Veremos mais a frente que esta relacao é sem-
pre valida quando dimL; —dimL, = 1.
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2.5 DistribuicOes: Aspectos Teodricos.
2.5.1 Resutados gerais
Erros: €q,...,en Vv.a's iid's N(0,c2).

Escrevendo e = (eq,...,en)L segue que, usando
a notacao anterior,

Y =u-+e

Os resultados para e podem ser facilmente trans-
ladados para Y.

Seja eq,...,en uma base ortonormal para R" e
escreva e = ) ; p;e;, de forma que ¢4, ..., pn SA0
as coordenadas de e na base ey, ...,eén. ©1,...,n
SA0 Vv.a's cuja distribuicao conjunta pode ser
obtida.
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Seja ¢ = (1, ...,on)L e seja A nxn uma matriz
cujas colunas sao eq,...,en. ENtao, e=Ap e A
é uma matriz ortogonal satisfazendo ATA =1,
onde I € a matriz identidade.

TEOREMA 2: Asv.a.’s ¢1,...,pn SA0 iid’'s com
distribuicdo N(0,c2).

Dem.: A densidade de ¢ é

fle) =I1i(2m0?) 12 exp{—5€7} = (2m02) "2 exp{—5|lel[*}
Como A € ortogonal, segue que |det(A)| = 1.
Assim, a densidade de ¢ é

9(¢) = f(Ap) = (2mo2) M2 exp{— 51| Av|[?}.

Mas, [|Ap|[* = ||¢||*. Logo,

9(p) = (2mo?) "2 exp{—5ll0l} = [1,(2m0?) "1/? exp{ 57}
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= ©1,..., on SA0 iid's com ¢; ~ N(O,O‘2), —

1,..n.///

Subespacos ortogonais: Lembre que se L1 e
L> sao dois subespacos de R" tal que a1 L a»,
V ay € L1 € a» € Lo, dizemos que Ly € Lo sao
ortogonais.

Neste caso, o subespaco U = L1 + Lo € deno-
tado por L1 &P Lo.

Mais geralmente, escrevemos U = L1 ® ... ® Ly

desde que U = L1+ ...+ Ly € L; € ortogonal a
L, V1 # 7.
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TEOREMA 3: Sejam Lq,..., Ly subespacos li-
neares ortogonais de R™ tal que R" = L1 &
.. ® Lr. Sejam k; = dimL;, 1+ = 1,...,7 € p; a
projecao ortogonal sobre L;. Entao,

(i) p1(e),...,pr(e) sao independentes;

(i) P2 ~ 022y, i =1,

Dem.: Facang =0en; =k + ...+ kj, j =
1,...,» onde em particular, n, = n.

Podemos escolher uma base ortonormal para
R™, e1,...,en tal que ej,...,e;, S€ja uma base
ortonormal para Li, eg;41,--- €ky+k, SEJA UMA
base ortonormal para Lo e assim por diante.
Em geral, €n_141) - ny € uma base ortonor-
mal para Lj.
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Considere agora ¢ = Ap com A matriz cujas
colunas sao ey,...,en. Entao,
nj

pile) = > pie

73=nj_1—|—1

Como ¢1,...,on, Sa0 independentes (teorema
2), segue que pi(e),...,pr(€) sao independentes
pois a soma em p; envolve diferentes conjuntos
de ¢;'s (com intersec3ao vazia).

Pelo teorema de Pitagoras,
j

. 2 2 . 242
Ipj(OI2 = 2, 4107 ~ 02,

onde aqui usamos o fato de que 0s ¢;'s sao
iid's N(0,02).///
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