2.5.2 Estimadores dos parametros

Suponha que as variaveis Y e ¢ estejam rela-
cionadas por ¥ = u+ € e que u € L1, onde
L1 € um modelo linear de dimensao k1. Seja
Lf o complemento ortogonal de Li tal que
R"™ = L4 @L%. Usando o teorema 3, segue que

pr,(e) e p;1(e) sdo independentes.
1
P (V) =Y —pp, (V) = pte—pr,(ute =

— K _I_ € — pL]_(:U’) T le(E) — € — le(E) pOiS
pr,(n) = p ja que p € Ly.

Além disso, pr, (Y) = pr,(n+¢€) = pr, (1) +
pr,(€) = p+pr,(e).

Como pr,,(€) € pL%(e) = € — pr,(€) sao inde-
pendentes sgue que pr. (Y) e pL%(Y) sao in-
dependentes, e em particular, g = le(Y) e
52 = 1|V —pp,(Y)||? sdo independentes.
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Além disso,
1Y = pry VIP = [le = pL, (I ~ 02xZ,

2
2 2X(n—kq)

Logo, o< ~ o n—k1 e, em particular,

E52 =02 e Var(5?) = 20:;1.///

n_

2.5.3 O teste F

Seja agora Lo, € L1 uma segunda hipotese li-
near e suponha que Lo seja verdadeiro tal que
uw € Lo. Sejam py1 € po as projecoes sobre L1 e
Ly e p; =pi(y), 1 =1,2.

A estatistica F' para L, sob L4 é

_ 1 @) —p2 ()] (k1—k2)
FQy) = iR =)

=FY) ~ Foy—kyn—ky): € nE Lo
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O teste de Lo sobre L1 ao nivel de significancia
o €, entao realizado rejeitando-se Hg : p € Lo

s€ F'(y) > F1_a(ky—ko,n—hi )"
Para a demonstracao deste resultado seja

L1656 Lo 0 complemento ortogonal de Lo em L1
e escreva

R'=ILo®(L1©Ly) DLy

Os subespacos acima tém dimensoes ko, k1—k»>
e n — k1, respectivamente. As projecdes sobre

Os trés sao pp, p1 —p2 € y — p1(y).



Escrevendo Y = u+ ¢, u € Lo temos

p1(Y)—p2(Y) = p1(p+e) —po(p+e) = p1(u)+
p1(e) —pa(p) —p2(e) = p+p1(e) — p— pa(e)

= p1(e) — p2(e)

Segue, do teorema 3, que ps(e), p1(e) — po(e)
e e — p1(e) sao independentes.

Além disso, ||p1(Y) — pa(Y)||? ~ UQX%kl—kQ) e

1Y — p1(Y)]]? ~ sz%n—kl) e, como s3o inde-
pendentes, F(Y) ~ F(p, _kon—kq)-

Observe que como u» € independente de

(p1(Y) —p2(Y),Y —p1(Y)), segue que

> e F(Y) sao independentes.



2.6 A relacao entre os testes t e F

Considere a hipotese linear L1 = span{x1,..., Ty}
onde z1,...,x; forma uma base, nao necessa-
riamente ortogonal, para L. Neste caso, para
w € L1, podemos escrever

H = Z?:l xjﬁj

e, buscamos estimadores para os Bj’s, OS testes,
etc.

Consideremos o teste da hipotese

H5 @ 8. = 0 que € uma hipotese linear dada por
Ly = span{x1,...,x_1}. Esta hipotese reduz o
numero de parametros por 1, comparada com
L1 e, mostraremos que neste caso, o teste F
€ equivalente ao teste t¢.

Sejam p1 € po as projecdOes sobre L1 e Lo €
considere z = x;, — pa(xy).



Pelas propriedades de po,
z:xk—pz(:ck) J_’U, A4 ’UELQ.
Podemos escrever

po= Y8 = -8 + (2 + p2(ap)B =
Z?;% zjB; + 2Bk,

para Bj adequado, onde aqui usamos o fato de
que po(xr) € Lo tal que py(xp) € uma com-
binacao linear de zq,...,z1_1.

Agora, como z L Lp encontramos que p; =
p1(y) = p2(y) + izz =

By = Hz'yz, fo =po(y) e

z|

1 —~
— m||y—/i1||2-



Para calcular a estatistica F' observe que

|1 — Aol? = BEl|=lI2.

Assim, a estatistica F' para Lo sob L1 é
=1

F(y) - = F(l,n—k)' sob Lo.

01

Derivemos agora o teste t para 3, = 0. Para
isto, observe que B, € uma combinacdo linear
de Yy,...,Y, €, assim, € normalmente distribuido.

ElzY] =" 1 zEY;] = z.p =
= z. (Zﬁ;% z;B; + Zﬁk) = (2.2)Br = ||2|%B

Assim, E[B.] = B¢ tal que B, € um estimador
nao tendencioso de 3,. Similarmente,

_ 2
Var(z.Y) =c?||z||? = Var(B;) = ||Z||2'
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Logo, By ~ N (B, a2/lI2]]?).
O erro padrdo de §; € s.e.(B) = 51/||7|| e,
a estatistica de teste para 8. =0 é
_ B
HW) = G
Logo, vale a relacdo F(y) = t2(vy).

Segue que um teste t bilateral que rejeita Hg

para |t(y)| > c¢1 € equivalente ao teste F' que

rejeita Hg para F(y) > cp, onde ¢y = c3.



Vantagem do teste t: contém a informacao
sobre o sinal do desvio da hipotese nula. Em
particular, podemos definir um teste ¢ unila-
teral para a hipotese 3. = 0 contra 3. > O
que rejeita Hp para t(y) > tl_a(n_k) ou contra
a hipotese B < 0 que rejeita Hp para t(y) <
—t1_a(n—k)- POrem, o testet € restrito ao caso
onde dimLy; —dimL, = 1.

|: t(Y) ~ t(n—kz)

Sob Ly(B; = 0), temos que B /(a/]|z]]) ~ N(0, 1).
Vimos que 61/ ~ \/Xfl_k/(n — k). Como j;, é
uma funcao de p1(y) —po(y) € 1 € uma funcao
de y — p1(y), segue que o numerador e o de-
nominador da estatistica ¢ sao independentes.
LLogo, pela definicao da distribuicao t tem-se
que t(Y) ~ t(n—k)' sob 3, = 0.




2.7 Hipotese Afins e Regides de Confianca
2.7.1 Elipsdoides de Confianca

Considere a hipotese L = span{X} onde X €
uma matriz n X k de posto completo. Sob L,
temos p = Xp3. Derivemos entao uma regiao
de confianca para (.

Consider a hipotese H» : 3 = (B,. Observe que
este nao € um modelo linear a menos que Bg =
0.

Y=pu+ee assim, Y —XBg=pu—X0Bg+c¢
X(B—Po) te

Assim, o vetor Y/ =Y — X3y segue um modelo
linear L com parametro 5/ = 8 — 3y. Defina
Lo = {0}, o subespaco nulo que corresponde a
B’ = 0, uma hipotese equivalente a Ho.
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Assim, podemos testar Lo sob L(= Lq) por
um teste F. Temos jio, = 0 = || — fio||? =
1X B2

Como B = 38— Bg temos B’ = B — By tal que
151 — f2l|* = || X (B — Bo)||* =

= (B - Bo)T XTX(B - Bo).
Precisamos agora achar 52 sob L>. Porém,
ly — XB'||° = ||y — XB||°

tal que 52 para Y/ é o mesmo que 52 para Y.
Assim, a estatistica F' para Lo é

FY) = HX(B—&BQo)HQ/k _ (B=B0)"XTX(B~Bo)/k

&2

com distribuicao Fy ,,_py Para § = fo. A es-
tatistica F' acima pode ser usada para obter-
Mos uma regiao de confianca para g.
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Seja a € (0,1). Ent3o o teste é rejeitado para
F(y) > F1_g(kn—k)- Assim, o conjunto de va-
lores de 3 que sao aceitos pelo teste F' € dado
por

{ BeRP: (B—ﬁ)TXB((B—B)/k < Fl—a(k,n—k)}

o

Esta regiao define um elipsdide centrado em
B, especificando uma regiao de confianca para
B com coeficiente de confianca de 1 — a.

Observe que se as colunas de X forem ortogo-
nais X1 X sera uma matriz diagonal e, 0s eixos
de confianca serao paralelos aos eixos coor-
denados pois a regiao de confianca tomara a
forma

Sk (B—8))2Ilx1[?
52

{6 e R"™: < Fl—a(k:,n—k)} :
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2.7.2 Intervalos de Confianca

A regiao de confianca definida na secao ante-
rior € dificil de ser visualisada quando ha mais
de dois parametros. Frequentemente, calcu-
lamos IC’s separados para cada parametro do
modelo.

Considere novamente o modelo linear L1 =
span{x1,...,x} € a hipotese Hg : B, = (g, onde
agora Bp € R é alguma constante dada. Por
argumentos similares aos usados para o teste F

obtemos a estatistica de teste ¢(Y) = % ~

t(n—k) sob Hy,

que pode ser usada para testar Hp. O teste
acima pode ser rearrumado para fornecer uma
regiao de confiang¢a para 3, dada por

IC(ﬁk, 1— Oé) ) Bk + tl—%(n—k)s'e'(ﬁk)

Este é o IC padrao para um parametro univari-
ado e pode ser obtido apartir do estimador e
seu erro padrao.
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Encontramos a expressdo para s.e.(;), agora
encontraremos as expressdes para s.e.(5;).

Vimos que 3 ~ N.(3,02C), onde C = (X1TXx)~ 1.
Assim, a variancia de Bj €, expressa em termos

dos elementos ¢;; de C, Var(B3;) = o2c;j, tal

AN~ 1/2
que s.e.(B;) = Geysi

Assim, comparando com os resultados obtidos
para B, concluimos que ¢, = ||z||72. Também

podemos verificar que Cov(B;,B,) = o?c; tal

C]l

que COTT(/Bj,/Bl) == W
2.7.3 Hipoteses Afim

A técnica usada anteriormente para testar hi-
poteses que sao lineares apoOs a subtracao de
um vetor constante pode ser facilmente esten-
dida.
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Considere um modelo linear L1 e seja xzg € Ly
um vetor fixado.

Seja Lo um subespaco linear de L1 e considere
a hipotese

Ho © n € g+ Lo tal que Ho seja uma sub-
hipOtese de L1.

Como 0 espaco xg + Lo € um subespaco afim
de L4, a hipotese € chamada hipotese afim.

Para testar H», consideramos O novo vetor de
observacdes Y/ =Y — xg. Em termos de Y/, a
hipotese L1 permanece inalterada e a hipotese
Ho corresponde a us € Lo, onde p/ = E[Y'].

O estimador para o2 sob L1 baseado em Y’ é

52 n_1k1||Y’ — fi1]|2, com k1 = dimLq, onde

p1 = p1(Y) = p1(Y) — 20, p1 € po sendo as
projecoes sobre L1 e Lo.
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TS 1
Assim, 5% = = [|Y —x0 — p1(Y) + 2ol[* =
1

e lY — p1(Y)]|2, que é o mesmo estimador
de o2 para Y sobre L1.

Para o numerador da estatistica F', observe que
o estimador de p/ sob Ho é po(Y —xg) = po(Y) —
p>(xg). Assim, a estatistica F' para Hy €

F(Y) = p1(Y)—po(Y)—(z0—p2(z0))||?/(k1—k2)

5.2

onde kp = dimLy. Sob Hy, F(Y) ~ Fj, ) n—kq)-
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2.8 Suficiéncia

Considere a funcao de verossimilhanca dada
por

L(p,0?) = (2m02) 2 exp {— 15|y — ull?}

Considere a questao de suficiéncia para os pares
(3,02) sob L1 = span{X} onde = X3 com X
de posto completo k. Temos, para u = X3,

ly — |2 =

(y— X (y—XB) =yly—2y' X+ XTXB.
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ASSim, podemos escrever,

L(X@“Q):T ot
2\—n/2 vy Ly X8 BT XTXS3
(2rc2)—n/ exp{——202 + 5 - 53 }

A f.v. depende dos dados Y somente através
da estatistica (Y1Y,Y1X), que & portanto,
suficiente. Os coeficientes sao (—Tb,g) cujo
dominio é (—o00,0) x R contém um conjunto
aberto. Assim, a estatistica € completa e por-

tanto, suficiente minimal para (3, 02).

Vimos que 8 é uma funcdo 1 a 1 de X!V pois a
matriz X1 X é ndo-singular. Além disso, temos
que

5.2 — 1k {yTy _BTXTXB}
Assim, para B fixado, 52 é uma funcao 1 a 1
de (Y1Y, Y1 X) e portanto, (3,52) também &
uma estatistica suficiente minimal.
18



(Capitulo 1): o fato de estimarmos u e o2

juntos, tem o efeito de produzir um Viés neg-
ativo no estimador de o2 pois i € o valor que
minimiza ||y — u||, empurrando o EMV 62 =
1|y — pl|? para zero.

O estimador modificado 52 = L |jy — f|? &
maior que 82, compensando O Viés negativo e
fazendo 52 um estimador ndo-tendencioso de

o2,

Além disso, 52 é uma funcao da estatistica
suficiente completa (Y1Y, Y1 X) e, portanto,
pelo teorema de Lehmann-Scheffé este € 0 es-
timador nao tendencioso de variancia minima.
O viés negativo de 52 pode ser compensado
de muitas outras formas. A pergunta que se
coloca aqui € por que escolhemos 52 e n3o um
estimador que satisfaca por exemplo E[51] = o
com variancia minima?
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Para justificar o estimador 52, introduziremos
um conceito estendido de suficiéncia chamado
L-suficiéncia.

O perfil da log. verossimilhanca para o2 é
~ _ 1 ~
L(02) = (2n02) ™2 exp {—315ly — fill2}

Por definicao, uma estatistica € dita L-suficiente
se ela pode ser obtida aplicando-se o critério da
fatoracao de Neyman-Fisher ao perfil da log.
verossimilhanca (tratando L como se fosse a
verdadeira verossimilhanca).

No presente caso, o perfil da verossimilhanca
depende de Y somente através da funcao desvio
minimizada D(f) = ||y — ii||% que é L-suficiente

para o2.
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O principio da suficiéncia, que também se es-
tende para a L-suficiéncia, diz-nos que deve-
mos usar a distribuicao marginal de D(n), a
estatistica L-suficiente, para inferéncias sobre

o2,

Em particular, devemos estimar o2 usando a
verossimilhanca marginal correspondente a D(f1)
que fornece um estimador de MV marginal para

o2,

ly — Al ~ 02X2,

Para derivar o EMV marginal para o2 considere

a distribuicao gama Ga(a, A\) com fdp

(87 A _ .
p(y; a,\) = %ﬁ 1,—\y/a

a denota a média e A é o0 parametro de forma.
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Lembre da propriedade de mudanca de escala:
cGa(a,\) = Galca,N), ¢ > 0. Como X%f) =
Ga(f, f/2) segue que

ly — ]| ~ Ga(c?(n — k), (n — k)/2).

Para obter o EMV de para o baseado na dis-
tribuicao Gama, devemos maximizar a funcao
fla) = a e MW/@ O maximo é alcancado

para a = y.

Para a = c2(n—k) e A = (n —k)/2 o EMV
marginal para o2 é 52 = L ||ly — fi||°.

Assim, mostramos que 52 é o EMV marginal
para o2 baseado em ||y — fi||.
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2.9 DistribuicOes nao-centrais

Consideraremos agora as distribuicoes sz te F
nao-centrais e mostraremos como elas podem
ser usadas para obter as funcdes de poder dos
testes t e F.

2.9.1 Qui-quadrado nao-central

Sejam Yy, ..., Y, independentescom Y; ~ N(§,1),
i=1,..,n onde £ = (&q1,....&n)L e R™.

Estudaremos aqui a distribuicdo de U = S7_; Y2
Se £ = 0, a distribuicao de U é a distribuicao

qui-quadrado padrao (central).
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Para & # 0, a distribuicao de U é chamada
uma distribuicao de qui-quadrado nao-central
com n graus de liberdade e parametro de nao-
centralidade 6 = ||&]||, e € denotada por X%n;cS)'

Em particular, a distribuicao de qui-quadrado
< 2 .2
central é X(n) = X(n:0)"

Vamos demonstrar agora que a distribuicao de
U depende de £ somente através de [[¢]|.

Seja Y = (Y1,...,Yp)! tal que U = ||Y]|?. De-
componha Y tal que

Y = &£4-c onde as componentes de e = (eq, ..., en) L
tém distribuicao N(0,1), : = 1,...,n. Seja A,
uma matriz ortogonal. Entao,

|AY |2 = Y2ATAY =YY = ||Y||?

Assim, P(U > u) = P(||Y]|2 > u) = P(||AY]|? >
u) = P(||A + Ael| > u).
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Pelo teorema 2, a variavel Ae tem a mesma
distribuicao de € tal que

P(U > u) = P(||AE + €]|2 > w).

Podemos escolher A tal que para é = ||£|| temos
A¢ = (6,0,...,001. Segue que P(U > u) de-
pende de ¢ somente através de § = ||£]|.

Podemos tomar uma nova coordenada do sis-
tema definida por e; = Hg—l\ e eo,...,en Ortogo-
nais a eq tal que ey, ...,en S€ja uma base ortonor-
mal para R™.

Seja X = (X1,...,Xn)! as coordenadas de Y
na base (eq,...,en). Entao,

X;=eY e EXy = g = €]l =9

EX;,=ef=0,i=2,..,n.
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Mas, U = [[Y[]? = [[X]|*? = X{ + X, X7 =
(64 ¢1)2 4+ 315 ?

onde ¢1, o, ..., on SA0 Iindependentes com dis-
tribuicao N(0,1).

Assim, decompomos U em uma soma de duas
variaveis independentes, uma X%l'é) e outra X%n—l)'

Obtemos E[(¢1+6)?%] = Var(e1 +6) + {E[6 +
p1]}? =1+ 62

Usando E[X%n_l)] = n — 1 obtemos EU = §2 +
n. Usando formulas para o quarto momento da
distribuicdo normal obtemos Var(U) = 4562 +
2n.

A seqguir, apresenta-se uma formula de con-
volucao para a distribuicao de Qui-quadrado
nao central.
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Sejam Uy e Uy independentemente distribuidas
com U; ~ xfn._&), i = 1,2. Entdo, Uy + Uy ~

X2
(n14n2;(82463)1/2)

Sejam Y7 e Y5> definidos da seguinte forma:

[1+er ) (0 )

€2 :
; 0
Y] = €nq e Yo = 0o + €nq+1
O €nq1+42
\ 0 ) K tn )
Podemos escrever U; = ||Y3]|? e Us = ||Y>||?,

onde €q,...,ep Sa0 iid’'s N(0,1). Como Y7 L Y5,
segue, do Teorema de Pitagoras que,

Ui + U = ||Y1]|2 + ||Y2]|?2 = ||Y1 + Y2l |2

Além disso, Y1+Yo, = é4+conde el = (eq,...,en)

e ¢l = (61,0,...,0,65,0,...,0). Assim, Uj+Us ~
2 o2

X(n1+n2;(5%+5§)1/2) = U X(n;6)°
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2.9.2 DistribuicOes t e F' nao-centrais.

Sejam Uq e Us independentes e tais que Uy ~
2 " A2 ~ . . .~
X(f,:6) € Us X{(f,)" Entao a distribuicao de

F = Ui/h é chamada distribuicao F nao-central
Ua/ f2

e denotada por F ~ F(f17f2;5).

Similarmente, se Y e U sao independentes com
Y ~N(@5,1) e U ~ X%f)’ entdo a distribuicdo de

Y
t =

vU/f

denotada por t ~ t(f;(;).

€ chamada distribuicao t nao-central,

Generalizando aqui a relacao entre as distribuicoes
2 —
t e F tem-se que tre) = Feq 1:6)-
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2.9.3 O poder dos testes t e F

Considere o modelo padrao onde Yq,...,Y, sao
independentes com Y; = p;4¢;, pd = (u1, ..., pun),
YT = (Yy,...,Yn). Sejam Lo C L1 duas hipSteses
lineares e considere a estatistica F' do teste de
Lo sob L1

__ B1—f2]|?/(k1—k2)
F@) = a2 i)

Sob Ly, F(Y) ~ Fly, _k,n—k,)- EM particular,
a distribuicao de F(Y) n3ao depende do valor
de p para u € Lo.

Considere agora a distribuicao de F(Y) sob L1\
L>. Primeiro note que Y —p1(Y) = u+ € —

p1(p) —p1(e) = € —p1(e).

Assim, [[Y = p1(V)|12 = lle = p1(II® ~ X{,_1,)-
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Para o vetor p1(Y) — p>(Y) o resultado € dife-
rente.

p1(Y) —po(Y) = p1(u) +p1(e) —p2(p) —p2(e) =
p1(e) —po(e) + p—po(p).

Como p1(e) —po(e) é independente de € —pq(€)

segue que p1(Y) —po(Y) e Y —p1(Y) sao inde-
pendentes.

1 2 2
p”y —p1(Y)[[< ~ X(n—kq)

Slp1(Y) —p2 (V)12 =
lp1(e/o) — pale/a) + 2{p — pa(u)}|?

Como €;/o ~ N(0,1) segue que —5||p1(Y) —
pQ(Y)||2 ~ X%kl—kg;é)’ onde o = ||%{:U“_p2(:u)}|| —
L= pa(wll.

30



Observe gue para provar que 2||Y p1(Y)]? ~
X(n k,) Lemos que representar pl(e/a) —po(e/o)

como um vetor em R*1—%2 com componentes
iid's N(0,1). O parametro de nao centralidade
mede assim, em unidades de o, a distancia or-
togonal entre p e Lo.

Pela definicao da distribuicao F nao-central,
obtemos

FY) ~ Fiey —kp,n—ky;0)

Podemos agora calcular o poder do teste F.
Seja a 0 nivel do teste tal que rejeitamos Lo

€ F'(y) > F1_a(ky—ko,n—ks )"
O poder do teste F é entao uma funcao de §:
POdeTOé((S) = P (F(Y) > Fl—a(n—kl,kl—k2;5))

Onde F(Y) Y F(TL—]{]_,]{Z]_—]{JQ;(S)'
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Mas,

E [HY—pl(Y)H?] _ 0
n—k1

para ue€ Lo e ue L1 6 Lo.

Y)—p>(V)|?] 52
E [le( k)l_pé( )l ] — 2 (1 n k1—k2)

Isto confirma que a média do numerador da es-
tatistica F' € uma funcao crescente de §. Para
0 =0, FF é a razao de duas gquantidades inde-
pendentes, ambas com média o2. Assim, sob
Lo, esperamos que F' seja proxima de 1.

O poder do teste t bilateral pode ser obtido a
partir do poder do teste F pois tiry = Fe1.py-
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Considere entao o poder do teste de Hg : O =
By, cuja estatistica de teste & t(Y) = 0o

~ s.e.(Br)’
Sob HO! 6/4: - BO ~ N(ﬁk - 607 O-Qij)-

Assim, como B e s.e.(By) sao independentes,

t(Y) ~ t< 1/2

n—ki(Bx—00)/(o¢j1 ) )
Suponha que Hy @ B, > pBo- ENtao o teste

rejeita Ho se t(y) > t1_q(n—k)- LO9O, O poder
do teste sera dado por

P@(Y) > t1_a(n—k)) ONde
tHY) ~t |
() (n—k;(ﬁk—ﬁo)/ (0031'3/2)>
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