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1 Introducao

1.1 Nocoes basicas

Série temporal - conjunto de observagoes ordenadas (no tempo).
Tempo pode ser espaco, profundidade, - - - ;
Observacoes vizinhas sao dependentes;
modelagem
Estudo de séries temporais : dessa dependencia.
analise
Técnicas especificas a séries temporais
Exemplos de aplicacoes :
Economia - precos diarios de acoes

taxa de desemprego mensal

Medicina - niveis de eletrocardiograma
de eletroencefalograma

Epidemiologia - casos semanais de sarampo
mensais de AIDS

Metereologia - temperatura diaria

registro de marés



1.2 Classificagao

Série temporal é conjunto de observagoes {Y (t),t € T'}
Y - varidvel de interesse

T - conjunto de indices

1.3 Tipos de séries Temporais

1. Discreta : T = {t1,t9, -, ty}
Ex : Exportacoes mensais de 1970 a 1990
T = {01/1970,02/1970, - - -, 11/1990, 12/1990 }
Notacao : Y}

2. Continua : T = {t : t; <t <t}

Ex : Registro da maré no Rio durante 1 dia
T = [0, 24] se unidade de tempo ¢é a hora
Notagao : Y (t)

3. Multivariada : Observagoes sao {Yi(t),- -+, Yi(t),t € T}

Ex : Vendas semanais (Y7;) e gastos com propaganda (Ya;).

Y também pode ser discreto ou continuo.
Muitas vezes, Y é discreto mas pode ser tratado como continuo.

Ex : Numero de casos notificados de AIDS.

Nesse curso, séries sao univariadas ou multivariadas, discre-
tas e observadas em tempos equiespacados.
Podemos identificar T com {1,2,---,n}
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1.4 Objetivos de uma analise de séries temporais
Os principais objetivos sao :
(i) compreender o mecanismo gerador da série;

(ii) predizer o comportamento futuro da série.

Compreender o mecanismo da série possibilita :
- descrever eficientemente o comportamento da série;
- encontrar periodicidades na série;

- descobrir razoes para o comportamento da série;

(possivelmente através de varidveis auxiliares)
- controlar a trajetoria da série.
Predizer o futuro possibilita :
- fazer planos a longo, médio e curto prazo;
- tomar decisoes apropriadas.

Objetivos (i) e (ii) estao interligados.
S6 é possivel prever bem rotineiramente se o modelo é ade-
quado e vice-versa.

A nao ser nos raros casos de modelos deterministicos, futuro
envolve incerteza — previsoes nao sao perfeitas.

Objetivo é reduzir ao maximo os erros de previsao.



1.5 Modelagem, aprendizado e previsao

Central a andlise de séries temporais esta a construcao de um
modelo.

Modelo - esquema de descrigao (e explicagdo) que organiza
informacao (e experiéncias) de forma a propiciar aprendizagem
e previsao.

Bom modelo permite aprendizado levando a previsoes
adequadas.

Devido a incerteza presente, modelo é probabilistico.

Deve também ser economico (parsimonia).

Descricao deve ser relativamente simples e flexivel para poder
se adaptar ao futuro (incerto) e facilitar aprendizado.

Aprendizado ¢é processamento de informacao através do mo-
delo.

Previsao é hipdtese, conjectura ou especulacao sobre o fu-
turo.

A natureza dinamica de séries temporais faz com que mo-
delos tenham que ter adaptabilidade no tempo.

Tem que ser parametrizado de forma a permitir mudancas
locais em sua estrutura.

Veremos que essa mudanca pode ser modelada estocastica-

mente, isto é, usando probablidade.



Quando isso € feito dentro do contexto Bayesiano, temos
uma série de vantagens como intervencao, funcao de trans-
ferencia, estimagao retrospectiva (alisamento) sendo obtidas
naturalmente.

A idéia basica é definir modelos que representem a estrutura
da série (componente ciclica, de tendéncia, - - -).

Daio nome de modelos estruturais.

Quando método de inferéncia ¢ Bayesiano, modelos dinamicos
Caracteristica basica : parametros que caracterizam o
modelo mudam com o tempo probabilisticamente.

Ex: Queremos prever Y que sabemos ser influenciada por X.
Relacao mais simples Y =X0+¢€

Talvez melhor assumir # mudando com o tempo



Regra de aprendizagem - Teorema de Bayes

- Modelos possiveis My, My, - -, M,
com probabilidades P(M), M = My, My, - - - My;

- Observarse Y cuja descri¢ao é P(Y | M); Verossimilhanca
do modelo M;

- Apés observar Y =y temos P(M | Y =),
M = M, ---, M, dado por

POLIY =y) = Tp 0
_ P =y | M) x P(M)
N P(Y =y)

x P(Y=y|M)x P(M)

Posteriori o< Verossimilhanca x Priori



1.6 Aspectos importantes de sistemas de previsao
Bésicos : previsao e estimacao.

1. INTERVENCAO (ANTECIPATORIA)

Analista pode modificar modelo de acordo com informacao

prévia durante processo de observacao.

Ex. : tabelamento dos juros

2. MONITORACAO
Performance do modelo cai

l

Monitoracao sinaliza
Mudancas sao feitas

e Intervencao retrospectiva

3. RETROSPECCAO
Previsao : ver o que passado diz sobre futuro.
Também pode-se ver o que futuro diz sobre passado.

Importancia secundaria : controle.



2 Distribuicoes de Probabilidade

2.1 Operacoes com funcoes de densidade de probabilidade

Sejam z, y, z variaveis aleatorias e seja f(x, y, z) a funcao den-
sidade de probabilidade conjunta dessas trés variaveis aleatérias.

Valem as seguintes identidades :

flzly) = ) (1)

f(z,y,2)
flz,y] 2) ) (3)
= [ fz,y,2)dz (4)
fla|y) = [ flz,z]y)d (5)
Sy |z, 2)f(x] 2)

Resultados continuam validos para x, y, e z vetores.



2.2 Distribuicao Normal Univariada

A v.a. aleatdéria x tem distribuicao normal univariada com
média e variancia o2, denotada por N(u,o?), se sua densi-
dade é dada por:

f(w,0%) = <gern{ =5 (o=, wER (D

oo 2072

A distribuicao normal padronizada é obtida quando yu = 0 e
2
o°=1.

Ex)=peV(z)=0o%

2.3 Distribuicao Normal Multivariada

x = (x1, %2, - -, x,) tem distribui¢do normal multivariada (ou
p-variada) com média p e variancia >, denotada por N (u, X),

se sua densidade ¢ dada por :
1

(e p, 2) = @2n)P [ S V2 eap {_2(95 — @)Yz~ u)}(S)
onde | A | denota o determinante da matriz A. A distribuicao
normal padronizada ¢ obtida quando g = 0 e X = I,,, a matriz
identidade de ordem p. Nesse caso, as componentes s sao
normais padronizadas indpendentes. A distribuicao normal

univariada é o caso particular onde p = 1.
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Propriedades importantes
Transformacoes lineares : se A é uma matriz r X pe b é

um vetor r-dimensional entao
y=Ar+b~ N(Apu+0b, ALA) (9)

Distribuicoes Marginais . se o vetor x ¢ dividido em 2
blocos x1 contendo os primeiros r componentes de x e x5 con-
tendo os outros p — r componentes entao procedendo a mesma

particao em u e X na forma

Y1 X
M_(Ml) . Z—( 11 12) (10)
2 2ig1 292

obtém-se que z; ~ N (p;, %), 1 =1, 2.
Distribuicoes condicionais : mantendo as mesmas particoes

em x, i e X obtém-se que

Ty | 22 ~ N(p1.2,2112) (11)

onde pt19 = g + Z1222_21(552 —fi2) € X119 = X1 — Z1222_21221-
Resultados andlogos sdo obtidos para a distribuigao de x5 | x4
bastando a troca dos indices 1 e 2. Para esses resultados, é
obviamente necessario que as submatrizes Yoy € Y17 respecti-
vamente tenham posto maximo, caso contrario suas inversas

nao existem.
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Reconstrugao da conjunta :
se 11 | 3 ~ N(u1 + Bi(xa — p2), Ba) € x5 ~ N(pi2, ¥ia)

entao

r =" ~ N(u,>)  com (12)
%)
21 X
§ = H1 o Z( 11 12)
L2 Yio1 299

onde 211 = BQ + BlzggBi € 2/21 = 212 = Blzgg.

Formas quadrdticas : (x — p)’S~ x — p) ~ x5
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2.4 Distribuicao Gama

x tem distribuicao Gama com parametros a e 3 se sua funcao

de densidade for dada por:
p(z]a; B) o< 2 texp {—pB2},0 < 2 < 0. (13)

Notagao : x ~ G(a, ().

2.5 Distribuicao Gama Invertida

x tem distribuicao Gama invertida com parametros o e (3 se
v~ Gla, B).
Sua funcao de densidade ¢ dada por:

p(z|a; ) (i)aH eaﬁp{—i} 0 <z < o0. (14)

Notagao : x ~ GI(«, 3).

E(x)zgfl,oz>1 e V()= (04—1)62(04—2)’@>2
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2.6 Distribuigcao t-Student Univariada

x tem distribuicao t-Student univariada com v graus de liber-
dade, com parametros p e o se sua funcao densidade ¢ dada

por :
plalu, 0,v) o [vo? + (z — )] 2, —00 < & < o0 (15)

Quando = 0 e 0 = 1 diz-se que a variavel aleatéria tem
distribuicao t-Student padrao. Neste caso,
v 2

Ex)=pv>1 e¢ V(x)zy_Qa,l/>2.

Notacao : = ~ t,(u, o?).

2.7 t-Multivariada

x (nx1) segue uma distribui¢ao t-multivariada com parametros
e X e v graus de liberdade, se sua funcao densidade é dada

por:
p(x|p, B, v) o [+ (x = p) T x — )] 2 (16)

parax € R"onde g€ R" ¥ >0 (nxn)ev >0.
Notagao : x ~ t,(u, ).
A média e variancia de x sao :

Ex) = p se v>1

%
V(x) = 1/—22 se v > 2.
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2.8 Wishart

Diz-se que uma matriz €2 segue uma distribuicao Wishart com
parametro X e v graus de liberdade, se e s6 se, sua funcao

densidade ¢ dada por :
p(QE, v) o QWD 2exp {—;WZQ} (17)
onde v >n, ¥ >0 (n xn)etry éo trago da matriz X.
Notagao : Q ~ W (X, v).
2.9 Wishart Invertida

Diz-se que uma matriz  (n x n) segue uma distribuicao
Wishart-Invertida com parametro X e v graus de liberdade,

se e s6se, Q1 ~ W(E, ). Sua funcao densidade é dada por
1
p(QE,v) x |Q|_(”+”+1)/2exp{—2237“29_1} (18)

onde v >n, ¥ >0 (n xn)etry éo trago da matriz X.
Notagao : Q@ ~ WI(X,v)

Algumas propriedades das distribuicoes citadas acimas :
1.Se Q~ W(E,v) = AQA’ ~ W(AZA',v);
2.8 U~ WIE,v) = AQA' ~ WI(AZA', v);

15



2.10 Normal-Gama

Suponha que
zly ~ Ny 'V) e y~G(5,9) (& y ' ~GI(
U
(x,y) ~ NG(u, V,v,d)
U
x ~t,(p, SV) onde S =4

2.11 Normal-Wishart

Suponha que z|Y ~ N(u, VY ) e Y ~ W(3,v)
4

(2,Y) ~ NW(u,V,v, %)
Y

L~ tl/(:ua %)
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3 Inferéncia Bayesiana

Simples e resumida apresentacao da metodologia

[lustracao com modelos dinamicos.
Teorema de Bayes

Observacoes y: descritas por densidade ou funcao de proba-
bilidade f(y|0)

Fungao de verossimilhanca: 1(0) = f(y|0)

Quantidade 6: indexador de f (parametro)

Situagao canonica: amostra aleatoria simples y = (y1, ..., Yn)
¢ extraida de f(y|6).

Ezemplo (1). mediges sobre uma grandeza fisica 6 com

2

erros e; descritos pela N (0, 0?), o é conhecida.

yy=0+4+e,1=1,...ne

-

F1010) = 11 gt 0.0%) = B o eap {3000

1y 2mo? 2 o2

i
0 ¢ mais do que um simples indexador

Eissa situacao se repete em casos mais gerais

E bastante provavel que o pesquisador saiba caracterizar
sua incerteza a respeito de # probabilisticamente.

[sso pode ser feito através de uma densidade p(6)

Historicamente, muita controvérsia a respeito mas menos

importante agora
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Processo de inferéncia baseado na distribuicao de 6 apds
observar ¥
— distribuigao a posteriori (em oposigao a priori)

Obtida através do teorema de Bayes via

ploly) =TI o

m(0) o 1(0)p(6)

fy) = [ fyl0)p(6)do

Ezemplo (cont.) modelo pode ser completado com priori

p(0) = N(u,72), i e 7% conhecidos.

O =1 Jogn 2P {‘zaz} o eap (=500 = 0

onde 7 ¢ a média aritmética dos y;’s.

m(0) o exp {—1(y > W} exp {_1(9 — M)Q}

2 o%/n 2 72

ooy [ 1O

2 712

2 2

onde 772 =no >+ 7% e g = i (no Y + 77 p)
ou seja, m(6) = N(uy, 7).
7% — oo: priori nao-informativa p(f) o cte. e

7(0) = N(ij,0%/n).
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Ezemplo (2) Vamos supor agora que a variancia da ob-
servacao também ¢ desconhecida. Nosso modelo passa a

Ser

(y|0,0%) ~ N(O,07)
0] 0% ~ N(a,o’R)

Nosso parametro agora ¢ bidimensional e para completar a

distribuicao a priori precisamos de uma distribuicao marginal

para o2,

Por conveniéncia especificamos a priori para ¢ = ¢~ como

¢~ G(349)e0?~GI(3,9). Logo(0,¢) ~ NG(a, R,n,d).

Como

1
f((9 ’ 02) - \/ﬁexp{_Qo.QR(e o a>2}7

¢1/2 ¢
F016) = ozeap{—3 50— o)
Como
1 1
F.0%) = Jmenp{=5aty =

1/2
f(yw, ?b) — ?/%egjp {_;b(y _ 9)2}

Dal, aplicando o teorema de Bayes obtemos

f0,¢ly) o f(ylo,o)p(d, o)

g — 2 . 2
~ ¢[(n+2)/2]16xp{_§ {( Om) +(i£+a1) +d”
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Como f(0,9ly) = f(0lo,y)f(¢ly) o< f(0l¢,y) pois f(d]y)
nao depende de 6

(0 —m)?

f(0lo,y) oc exp {—;bc} ;

assim (0], y) ~ N(m,C/¢) = N(m,o*C)
Observe que a distribuicao de (6|¢, y) tem a mesma forma
que a distribuigao de 6|¢.

(Ply) ~ G ("‘QH,; [d + (%{fﬂ) que também tem a mesma

forma que a distribuicao a priori de ¢.

Logo, (0, ¢) ~ NG <m, Cn+1,d+ (yR_ff).

Como y = 6 + € onde (¢|o?) ~ N(0, 0?) obtemos que

E(ylo®) = E(0|o*) + E(e|lo®) = a
V(yle?) = V(0|o?) +V(elo?) = oc*(R+1)
Logo y|¢ ~ N(a, 1)
= (y,0) ~ NG(a,(R+1),n,d)
=y ~ t(a, %(R +1))
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Priori nao-informativa: muita controvérsia entre Bayesianos
= Variancia grande

Previsao de uma observacao futura y apds observar x

flylz) = [ f(y,0lz)do = | f(y|0) (6) O

se y e x sao independentes condicionalmente a 6
No caso multivariado: 8 = (64, ..., 6,)

Densidade marginal a posteriori de 6; ¢ dada por
m(0;) = [ m(61, ..., 0,) db_;

onde 9_2' = ((91, cees 92'_1, 82’—1—17 PN Qp)
Para cada 6;: profusao de distribuicoes condicionais
Sumarizadores importantes da posteriori:
a) locagao: média, moda e mediana
b) dispersao: variancia, desvio-padrao, precisao e curvatura

na moda
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Em geral, expressao da posteriori ¢ muito complexa:
)
impossivel obtencao analitica dessas quantidades

FEzxemplo priori é alterada da normal para a Cauchy

1(y — 0)? 1

m(0) o exp {—2 o2/n } 724 (0 — p)?

22



Modelos de Regressao
Modelo de regressao linear normal

Observagoes y = (y1, ..., yn)" descritas por
yi ~ N(xgfi+ ... +25y3,,0°) , i=1,...,n

Ti1, ..., Tip - valores das p variaveis explicativas para a i-¢sima
observacao
B1, ..., By - coeficientes de regressao

Modelo pode ser escrito na forma matricial

y ~ N(XB,0%1,)
r11 - ﬂ?lp 51

Inl = Tpp ﬁp

Modelo Bayesiano completado com priori conjugada para (3

e =02

_ ny neS
316 ~ Nioo,o™'Bo) e o~ G (72 "0")
Aplicando o teorema de Bayes, vem a posteriori

Blo* ~ N(by,0?B)) e o*~GI (nl nlSl)

927 9
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Detalhes de modelos de regressao

Estimacao de maxima verossimilhanca

Os estimadores de MV de B e ¢ no modelo de regressao sao
B = (X'X)'Xly
6% = :Ly’(I—X(X’X)_lX’)y
= :lenjl[yz — (%’131 + ...+ xipo)]Q
mas S? = nd?/(n — p) é o estimador nao-viciado de o2,

Suas distribuicoes amostrais sao dadas por
B~ tay(B,SH(XX) ) e

SQ 2 ) n_pn_pQ
(”_p)g ~ Xn—p &S NG( SRR 0)

Estimacao Bayesiana
Os parametros da distribuicao a posteriori de 8 e o2 sao
b; = Bi(B;'by+ Xy)
B;' = B;'+X'X
nG = ng+n
mSi = noSy+ (n—p)S*+ (B —bo) By + (X'X) ™7 (B — by)
Se a priori é ndo-informativa (ny — 0 e By' — 0) entdo
bi=8,B=XX)", ni=n—pemS = (n—p)s>
As expressoes das distribuigoes a posteriori sao
B ~ (B, SHXX) ) e

52 9 2 n—pmn—p 2
O_QNXn_p@O'NG]< 5 s 9 S)

(n—p)
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Modelos lineares generalizados

extensao de modelos de regressao para a familia exponencial

f(il0:) = aly;) exp{yib; + b(0;)}
E(yil0:) = pi
g(pw)) = xzabi+ ... +xpb, , i=1,..,n

onde a funcao de ligacao g é diferenciavel.

Ezemplo  y;|m; ~ bin(n;,m),i=1,...,n

probabilidades 7; determinadas pelos valores de variavel x
m=Fla+px) , i=1,...,n

F' - qq funcao de distribuicao

Priori natural: 3 ~ N(by, By) — nao é conjugada
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4 Aplicacoes de inferéncia Bayesiana

Aula pratica utilizando o software First Bayes

1. Amostra Aleatoria Simples :

(a) Uma amostra de 23 observagoes da densidade da terra
serda analisada. Inicialmente é suposto que o é con-
hecido e assume-se distribuicao normal. Assim a pos-

teriori sera obtida;

(b) Serao criados conjuntos de dados com amostras par-
ciais do exercicio anterior para verificar a evolucao da

posteriort;

(c) A posteriori do item (a) serd novamente analisada, en-

tretanto com a hipdtese de que o é desconhecido.
2. Modelo de regressao

(a) Um modelo de regressao sera ajustado para os dados
dos 6 primeiros intervalos de tempo (em minutos) entre
erupcoes do geiser Old Faithful. O objetivo é verificar
a relacao entre o tamanho da erupcao e a duracao da

mesina.
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5 Regressao Multivariada

Considere o modelo
Y=XB+U (19)
onde

oY = (y1,¥2, ",y ¢ uma matriz (n X ¢) com n ob-

servacoes de g variaveis dependentes (ou respostas);

e X ¢ uma matriz (n X k) com n observagoes de k variaveis

explicativas;

e B= (0, -,03,) ¢ uma matriz (k x q) de parametros de
regressao;

o U= (u, --,u,) = (v, --,vy,) é uma matriz (n x q)

de erros aleatorios, nao correlacionada com X.

Assume-se ainda que:

v, ~N(0,X), ¥>0 ¢ gxgq (20)
E(Viv}):() Vi£j i,7=1,---.n (21)
isto € as observacoes sao independentes.
Notagao : U ~ N(0,I,,%) isto é, U segue uma dis-
tribuicao normal matrizvariada com média 0, matriz de variancia-

covariancia a esquerda I, (isso significa que as observagoes sao

independentes) e matriz de variancia-covariancia a direita X

26



(isso significa que as variaveis dependentes tém suas interde-
pendéncias descritas por ).

Alternativamente podemos escrever (19) como :

Verossimilhanca de U :

S

p(UIZ) = p(U'[E) = p(vi, -, vu[E) = I p(v;|Z)

Jj=1

v; ~ N(0,Y) independentes. Assim temos que

pUID) o (B eap| -] $ Ve

p(US) ]2]‘”/2escp{—;tr2_1U’U}. (23)
Como U =Y — XB
p(Y[B, %) ]E\_”/Qexp{—;trZ_l(Y _ XB)(Y — XB)j24)
A verossimilhanga do modelo (19) é escrita como em (24), e
serd denotada por L(B,X|Y).
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Estimacao de Maxima Verossimilhanca
Os estimadores de maxima verossimilhanca de B e X, no
modelo (19) sao
B = (X'X)"'X'Y (25)
. 1
¥ = “Y'(I-XXX)"'XY (26)
n
supondo que
1. posto(X) = k para que (X'X) ™! exista; e
2.n>q+ k.

Distribuicoes Amostrais
Sob a hipdtese de que U ~ N(0,L,,%), pode ser demon-

strado que a distribuicio amostral de (B|X) é

A

(B[X) ~ N(B, (X'’X)™, %) (27)

nE ~ W, n—k) (28)

A distribuicao marginal de B é uma distribuicao t-matrizvariada

com a seguinte especificacao

B ~ Tn—k<B7 (X/X)_lv 2) (29)
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Inferéncia Bayesiana

A verossimilhanga do modelo (19) pode ser reescrita como

L(B,3Y) x [0+ e, {—Ztrz-li} (30)
1 . .
X \2|—k/2exp{—2tr2—1(B —-B)(X'X)(B - B)}

ondev=n—(¢g+k+1).
Priori Informativa
Fazendo uma analise conjugada, a priori informativa seria
da seguinte forma:
(BIZ) ~ N(By, Ay, X) (31)
¥~ WI(G,m) (32)

Lembrando que
p(B,X[Y) o< L(B,X|X,Y) x p(B, X), (33)

As densidades a posteriori de (B|X) e ¥ sao normal matriz-
variada e Wishart-Invertida, respectivamente,
(B’27 Y) ~ N(B17 A17 2) (34)
(XY) ~ WI(Gy,n+m) (35)
onde
G, = nX+ G +BX'XB+BjA;'B, - B/A['B,
v+m+2q+k+2 = n—(q+k+1)+m+2q+k+2

= n+m+q+1
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A posteriori marginal tem distribuicao t-matricial,
(B‘Y) ~ Tn—i-m(Bl; Al) Gl) (36)

Previsao

Y, =X;B+U;, U~ N(0,I,,5%)

entao

YI|Y ~ Tin(Y7, As, Go)

onde

Y, = I-Xy (XX + A ) I X)X (XX + A H
x (X'Y + A;'By)
A = T-X (XX +X'X+AH) X
Gy, = YY+B)A;'B;+ G
+ (XY +A;'B) (XX + XX+ A H H(XY +A;'By)
— YiX (X)X + XX+ AH) TN (XY + A;'By)
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5.1 Modelo Auto-Regressivo Vetorial (VAR)

Considere o seguinte modelo para a série y; :

Y = C+ Y—101 + Y202 + - - - + Y @) + €, (37)

onde
o2 se t=k

E(e) =0 e FEl(eer) = (38
0 caso contrario

Considere agora um conjunto de variaveis contidas num ve-
tor linha y; de dimensao ¢. Um modelo auto-regressivo veto-
rial de ordem p, denotado como VAR(p), é uma generaliza¢ao

multivariada das equagoes (37) e (38):
Vi=C+yi 1P1+yr o®Po+ -+ yt_pCDP + €. (39)
1. ¢ é um vetor de constantes (1 X q);

2. ®; é uma matriz (¢ X ¢q) de coeficientes autoregressivos

paral =1,2,--- p;
3. € é um vetor (1 x ¢) de ruidos brancos, isto é:

E(Et) =0
Q se t=k

o
E(ftek) = , .
0 caso contrario

onde € é uma matriz simétrica positiva definida.

31



Ex. : Um modelo VAR de 3 variaveis pode ser especificado
para as variaveis : investimento, renda e consumo.
Reescrevendo o modelo (39) na forma matricial (19),

Matriz de observacoes :

Yn Yn1 - ynq
Y1 | Y oo qu-nXQ
Matriz de covariaveis (n x gp + 1):
Yn—-1
1 Yn—115"""sYn—1q9 " Yn—pl, " s Yn—pg
X =
_1 yO,la"'ayO,q yl—p,la"'ayl—pﬂl ]
1 Yn-1 """ Ynp

1 Yn—2 " Yn—p-1

1w o v

com blocos 1 X q.
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Matriz de parametros :

qu+1><q =

G111 DL

i Prgt * Plyg ]

¢11
¢21
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Inferéncia Bayesiana

Priori de Litterman : ¢ jz ~ N(ay;k, Rijr), independentes.

1 lag;
j . variavel dependente;

k : variavel resposta;

Defina :
2

o; - variancia residual do ajuste de um modelo autoregres-

sivo univariado com p defasagens na variavel i.

1l=17=k
ajip =
gl 0 c.C.
A 67
R, = 2282771
W 62

Aji. - coeficiente de Litterman

Observe que quanto maior o lag [, o parametro da [* de-
fasagem da variavel k para a explicagao da variavel j estara
mais préximo de zero (a priori).

Em geral, d=1.
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6 Modelos de Primeira Ordem

Algumas notacoes tteis
Como veremos o processo de inferencia sera sequencial, isto é,
é refeito a cada tempo ¢t ou a cada observacao y;.

O processo se inicia portanto baseado na informacao que
detemos antes de observar os dados, quando ¢t = 0.

Essa informacao esta concentrada no conjunto Dy que é o
conjunto contendo os Dados (subjetivos ou nao) que dispomos
antes de observar a série a partir de t=1.

Toda afirmacao sobre o futuro (¢ > 0) serd condicional a
Dy.

Particular interesse estd nas distribuicoes preditivas de | Dy.

Quando chegamos ao tempo t, nossa informacao esta con-
centrada em D; e é baseado nesse conjunto que faremos a
inferéencia.

Em particular, queremos obter as distribuicoes preditivas de
Yern| Dy, h > 0.

Quando o tempo muda, também muda a informacao de que
dispomos. Assim quando o tempo passa de t para t+1 nossa in-
formacao inclui nao apenas D; mas também a nova observacao
Yrr1. Se isso é tudo que aprendemos entao Dy = {yr1, Di}-

Mais geralmente podemos ter mais informacao chegando
além daquela obtida com as observacoes e podemos genera-

lizar Dyy = {1141, D¢} onde Iyq contém toda informagcao
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adicional obtida.

Caso a tunica informacao adicional obtida em cada tempo ¢
é a propria observacao y; entao Dy = { Do, Y1, Y2, * *, Yt -

Nesse caso, diremos estar na presenca de um sistema fechado.

Sistema aberto passa por oposicao a ser o sistema que
admite entradas (de informagao) outras que nao apenas a série
observada.

A idéia aqui é que as observacoes flutuam em torno de uma
média. Essa média porém nao é estatica e esta sujeita a
pequenas variacoes ao longo do tempo.

O modelo para as observagoes ¢ (y¢|pur) ~ N(p, Vi) onde
suporemos a principio que V; é conhecido para todo ¢.

A novidade aqui é que as variacoes de u; sao modeladas
através de um passeio aleatorio, isto ¢, uy = pr—1 + w; onde
Wt N (O, Wt)

A variacao de p com o tempo é essencialmente estocastica
e vai depender dos erros (ou perturbagoes) da evolugao wy.

Esse modelo embora seja o mais simples incorpora muito
dos principais conceitos de modelagem dinamica.

O primeiro conceito é o de evolucao paramétrica caracteri-

zada pela equacao que relaciona sucessivos valores dos parametros.

Os erros w; controlam a evolucao através de sua variancia
W;. Quanto maior (menor) o seu valor, mais erratico (suave)
ele sera.

A média zero garante a " constancia local”.
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Podemos também pensar em g como uma funcao continua
do tempo com uma expansao de Taylor :
liiA = pttermos de ordem masior.

No modelo adotado, os termos de ordem maior sao substi-
tuidos por um ruido. Dai o nome modelo de primeira ordem.
O tipo de trajetoria descrita depende da relacao V; /Wi

W /V pequeno — boa parte do movimento da série é devido
as observacoes.
W/V grande — movimentos devidos as observagoes mas

também as variagoes do nivel p.
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Um aspecto importante de um modelo é o seu comporta-
mento preditivo. Para o presente modelo, previsoes h-passos-

a-frente no tempo t sao baseadas em

E(Yien|pe) = E(prn + vesn) = E(tgn|in)
= FE(fein1 + weenlp) =+
= B +wipr + - 4+ wepnl ) = pie

Podemos também estudar o comportamento do modelo atraveés
da fungio de previsio fy(h) = E(yess D) = En Dy) =
E(p| Dy) = my.

As previsoes para o futuro sao constantes como no modelo

de alisamento exponencial simples.
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Podemos formalizar o modelo através de :

Equacao de observacao : Y; = ur+vp vy ~ N[0,V (40)
Equagao de Sistema : py = pr1+wr wy ~ N[0, W]
o | Do ~ N[my, Cy)

onde vy, wy sdo todos independentes entre si e de pig] Dy

O sistema de inferencia funciona da seguinte forma

EVOLUCAO ATUALIZACAO
\ D4 — ot ‘ D4 — ot ‘ Dy

Hi—1
post. priori post.
l
Yi | Dy
previsao

A evolucao ¢ feita através da equacao do sistema.

A atualizacao é feita através da incorporacao da informacao
obtida em y; usando o teorema de Bayes.

A previsao ¢ feita com a distribuicao marginal (ou predi-
tiva) de y; dada D;_1, a informagao disponivel antes de obser-

var .
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Teorema 6.1 No MLD univariado, a previsao 1 passo a

frente e as distribuicoes a posteriori, Vt, sao dadas por :
(a) Posteriori emt — 1 :
Para alguma média m;_1 e variancia Cy_q,
pi—1 | Di—y ~ N[my_y, Ci_1]
(b) Priori em t :
i ’ Dy ~ N[at, Rt]
onde :
ar = M1
Ry = Ciy+ W,
(c) Previsao 1 passo a frente :

}/; | Dt—l ~ N[ft;Qt]

onde :

ft = My—q

@t = B+ VW
(d) Posteriori em t :

Mt ’ Dy ~ N[mt, Ct]

onde :
my = my_1 + Arey A= Ri/Qy et =Y — fi
Ct - Rt - A%Qt
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Demonstracao : Baseada nas contas da secao 2.1.

(b) Priori em t:

p(pe|Dy—1) = /p(,ut,ut_l\Dt_l)dlut_l
- /p(“t—l‘Dt—ﬁp(MtWt—h Dy_q)dpt—

(c) Previsao 1 passo a frente:

p(Yt‘Dt—l) = /p(Yt,Mt’Dt—l)d,ut
= /p(YtWt; Dy 1)p(pie| De—1)dpy

(d) Posteriori em ¢:

p(pe| D) o< p(Yi| g, Di—1)p(pue| Die-1)
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Observacoes :
(i) Como f; = fi—1(1), e; é 0 erro de previsao
(1-passo-a-frente)

(i) Podemos reescrever m; como my_1 + Ai(yy — my_1) =
A+ (1 — Ay)my_1. Logo A; é o peso (adaptativo) dado

a observacao mais recente y;.
As distribuicoes preditivas h-passos-a-frente sao dadas por
Yr+h| Dy ~ N(fi(h), Qi(h))onde
h
fi(h) =my  Qi(h) = Cy + Zl Witj + Vien
]:

Modelo é constante se V, =V e W, = W, Vt.

J& vimos que ele é fechado (a informagoes externas) se

Dy = {yt, Dy}, Vt.

E um modelo mais restrito mas, interessantes propriedades

sao obtidas:

(i) Quando t — o0, Ay — A e Cy — AV onde

A=r(/1+4/r—1)/2 e r=W/V.

O processo tem comportamento limite determinado por r.
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(ii) Para t grande m; =~ Ay, + (1 — A)my_1.
Se a priori for vaga com Cy! préximo de zero entao Ay é

monotonicamente decrescente em ¢t.

Se a priori for precisa com C proximo de zero entao A; é

monotonicamente crescente em t.

O estimador m; de u; coincide para t grande com os su-
geridos nos alisamentos exponencial simples de Holt e ex-
ponencial geral de Brown. O valor de A sofre portanto a
mesma interpretacao : quanto maior o seu valor, maior o

peso dado a observagoes recentes.
(iii) Como temos as relagoes my; = my_1+ Arer, mp_1 = yr — €
temos que
Y =My—1 T € Y1 = M2+ €1 =
Y — Y1 = My—1 — My—2 + € — €1
Yt — Y1 = Ap_1ep_1 + e — e
— €6 — (1 - At—l)et—l
Fazendo t grandee § = 1— A temos y; —y;_1 ~ e; —be; 1

Como no tempo t, e;| Dy 1 ~ N(0,0Q;) = N(0,Q) para t

grande.

y; admite a representagao de um modelo ARIMA(0,1,1)
assintoticamente com os erros das médias moveis dados

pelos erros de previsao.
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(iv) Como R; = Cy—1 + W no limite temos R = C' + W

Sabemos também que V~'+ Rt = C; ! e no limite V=1 +
Rt=C1

Além disso, no limite V= C/A = AC™'+ R71 = C~!
= R'!'=C"11-A) = R=C/(1—A) que substituida
acima fornece W = ﬁC’

Logo W implica num crescimento de 100.A4/(1 — A)% da
variancia do sistema. Como o limite A ¢é atingido rapida-
mente, pode-se adotar como norma uma taxa constante
de crescimento da variancia. Fazendo 6 = 1 — A como
o fator de desconto constante teritamos R; = Cy_1/6 ou
Rl =6C7Y.

Tomando o inverso da variancia como medida da informacao
do sistema terfamos uma queda constante 6 € (0, 1) para
cada passagem no tempo. Os valores correspondentes de

W, seriam dados através de

R, = Ot_1—|—Wt = Ct_1/5 = Ct_1+Wt = W, = C’t_l(é_l—l)

Esse conceito de fator de desconto sera generalizado mais
tarde onde sera relacionado com o fator de desconto do

alisamento exponencial geral de Brown.
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7 Modelos Dinamicos (Lineares)

Os modelo ja vistos sao todos casos particulares de uma es-

trutura linear mais geral. Veremos que essa estrutura engloba

além dos modelos ja vistos, uma série de modelos também
uteis.

O modelo é novamente descrito por duas equacoes :

Eq Obs. : Y = F;Ht + vy Vi ~ N[O, Vt}
Eq Sist. : Ht = Gt0t_1 + wy Wy N[O, Wt]
Info. inicial : (6 | Do) ~ N[myg, Cy) (41)

e y; vetor de observagoes r X 1;

e 0, vetor de parametros n x 1;

e I, matriz conhecida n X r;

e (G; matriz conhecida n X n;

e V, matriz de covariancia conhecida r x r;
e W, matriz de covariancia conhecida n x n;

Podemos também definir o modelo através da quadrupla {F, G, V, W };.
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Exemplos :
(i) Modelo de 1a. Ordem :
Ft:17 Gt:17 et:lL[/t

(ii) Modelo de regressao dinamica através da origem com n

regressores .

F;f - (xt,la e amn,t); G = In; 0; - (Bt,l T 7/8t,n) onde In

¢ matriz identidade de ordem n.

O ciclo de inferéncia permanece o mesmo que no modelo de 1¢

ordem
EVOLUCAO ATUALIZACAO
011 ’ D;_q — 0, ‘ Dy - 0, ‘ Dy

post. priori post.

!
Y | Diq

previsao
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As distribuigoes de interesse sao obtidas através do seguinte

teorema

Teorema 7.1 No MLD univariado, a previsao 1 passo a

frente e as distribuicoes a posteriori, Vt, sao dadas por :
(a) Posteriori emt — 1 :

Para alguma média my_q1 e matriz de variancia C;_q,
0:—1 ’ Dy ~ N[mt—h Ct—l]
(b) Priori em t :
0; | D;_y ~ Nla;, Ry|, onde :
a, = Gmy_
R; = G;C; |G, + W,
(c) Previsao 1 passo a frente :
Y, | Di_1 ~ NI[f;, Qy, onde :
f, = Fla
Q: = FIRF, +V,
(d) Posteriori em t :
0; | D; ~ Nmy, Cy], onde :

m; = a;+ Ase Ay = RtFtQt_l e,=Y;—
Ct — Rt - AtA:th

Demonstracao : Livro texto
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7.1 Distribuicoes Preditivas

Definicao 7.1 Para qualquer tempo corrente t, a funcao
de previsao fi(k) € definida para todos os inteiros k > 0

como
fi(k) = Elpesr, | D] = E[Fy 1051 | Dil,
onde
Mtk = F7lf+k:0t+k:
¢ a funcao de resposta média.

Teorema 7.2 Para cada tempot e k > 1, as distribuicoes

para 0,y e Y, dado Dy, k passos a frente, sao dadas por:

(a) Distribuicdo de Estado :

(41 | Di) ~ Nlay(F), Ry()],
(b) Distribuicdo de Previsao :

(Yeur | Di) ~ N{fi(k), Qi(F)],

com momentos definidos recursivamente por :

fi(k) = Fa(k) e

Qik) = FIRy(K)F; +Viur , onde
ar(k) = Gpa(k—1) e

Ri(k) = Gt+th<k—1)G;+k+Wt+k ;

com valores iniciais a;(0) = my; e Ry (0) = C;.
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Corolario 7.1 No caso especial em que a matriz de evolucao

G; € constante, G; = G para todo t, entao, para k > 0,
a;(k) = G*m, (42)
tal que
fi(k) = F,.G"m, (43)

Se, em adicao, ¥y = F para todo t, o modelo € um MLDST,

e a funcao de previsao tem a forma
fi(k) = F'G"my,.

Importante deste resultado é que previsoes sao governadas por

poténcias de G.
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Modelos dinamicos Bayesianos
de Componentes Comuns (MDBCC)
Todas as ¢ componentes de y tem as mesmas variaveis ex-

plicativas, mas com coeficientes diferentes.
Modelo :

Para cada variavel temos que :
/ .
ytj:FtOtj+vtj7 ]:17"'7Q7
na forma matricial temos

yzlf = F;@t + Vi, Vi ]\/v(O7 V;Z)
@t — Gtet_l + Qt, Qt ~ N(O, Wt, 2)

Se ©;, = ©,_1 = O, Vt, recai-se no modelo de regressao

multivariada (19) com
Y £
Yn Fn

Ex. : BVAR dinamico — ®; mudam com o tempo.
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8 Aplicacoes de BVAR e de modelos de 1a. Or-

dem

Aula pratica usando o software PRVWIN

1. andlise de um modelo VAR para a industria geral, uti-

lizando variaveis que precedem a industria.

2. analise de um modelo de la. ordem da série produto da

industria geral do Brasil;

51



9 Modelos de Segunda Ordem

(Crescimento Linear)

A primeira extensao sobre os modelos de la. ordem é permitir
que a expansao de Taylor inclua o termo linear. Nesse caso,

peinr = e + Atpg+ termos de ordem superior em At.

Podemos definir além do nivel p, o seu crescimento 3. Teriamos
entao a equacao de diferenca

Pl = pt + Bre1 + wigrr com wy g ~ N(O, Wi 1)

onde wy 411 € a perturbacao que substitui os termos de ordem
superior. Assim, como anteriormente, a forma mais simples de
modelar a evolucao do crescimento (3 é através de um passeio
aleatoério

Bii1 = By +wappr comwapyg ~ N (0, WQ,t—H) independente
de W1 ,t41-

O crescimento esta sujeito a pequenas flutuagoes locais.

A equacao do sistema consiste portanto das duas equacoes

acima. O modelo completo é

Eq. Obs. 1y =

(
Eq. Sist. : (“t = (

O

Info. Inicial : ('LLO ~ N (( o ) ,CO)
Bo bo

92




onde

0 Wi+ Wy Wy

Wy ~ N )

0 Wy Wy

alternativamente podemos ter V(w;) = diag(Wi 4, Way).
Observe que o modelo procura descrever séries com tendencia

"localmente linear”, pois a taxa de crescimento (3 esta sujeita
a pequenas flutuacoes. Vale enfatizar também que 3 pode
ser negativo caracterizando um decrescimo na série apesar do

nome adotado.

O comportamento preditivo pode ser avaliado através de
y h‘(ﬂt) Lpan v h\('ut) y h‘(ﬂt)
t+ t+ t+ t+
b b b

Mas
fisn = Hirh—1 + Beyn—1 + soma de erros

= ih—o+ 2B h_o + soma de erros

= + hB; + soma de erros

Como todos os erros considerados tem média 0,

yt+h‘ ( M )
B

A funcao de previsao é dada por

ft(h) = Elysn|Ds] = Elps + hi3|Dy] = my + hby

E = [ + hB

que é funcao linear de h, como esperado.
O processo de inferéncia é realizado como descrito nas secoes
anteriores.

53



Usando a teoria normal e o fato de Dy = {y, Dy_1} temos

que:

( a ) ‘Dt ~ N(mt, Ct> onde

¢

m; — a; + StQt_let e Ct = Rt — StQt_lS;
onde e, =y — fr e S; = R4 Fy.
Desta forma, temos que

( my ) ( my_—1 + bt—l + At,let
m; = =
bt bt—l + Atjget

Como y; = fi + e e fr = my_1 + b1, podemos escrever
Y = my—1+bi_1 + e
my = my_1 + b1 + Ase
by = b1+ Asoey

Tomando duas diferencas na primeira equacao acima e usando

as seguintes chega-se a

Y — 2Yp—1 + Y2 = € + Brier—1 + Braer—o

onde 1 = —(2— A1 — Aro) e Bro=1— A1
Pode-se mostrar que, assim como no modelo de la. or-

dem, podemos obter resultados limites para o modelo con-

stante (V; =V e W, =W).
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A
Quandot—>oo,At—>A:<Al)
2

O modelo no limite atinge a forma constante (independente
de t)
Yt — 2yr-1 + Y2 = €+ Preg1 + Baer o
que é a forma de um processo ARIMA(0,2,2) com os erros de
médias moveis dados pelos erros de previsao.
Além disso, as estimativas dos parametros sao atualizados

segundo
my &~ my_1+ b1 + Aje
= Ay + (1 — Ay)(my—1 + b—1)
by ~ b1+ Asey
O modelo de alisamento biparamétrico exponencial de Holt
atualiza as estimativas segundo
my = ayr+ (1 —a)(me_1 + b_1)
by = v(my —my_1) + (1 —7)bi_1.
Logo podemos reescrever m; = my_1 + b1 + aep e by =
b1+ y(my —my_1 —b1) = b1 + ayey.
Se tomamos A; = a e Ay = a7y obtemos as equacoes de
Holt como limite em um modelo constante.

O alisamento exponencial geral aplicado a uma reta estima

1 e 3 através da minimizagao de
NNt 2
S(p, B) = X 07 lyr — pp — BN — 1))
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pode-se mostrar que os valores de pu e G que minimizam a
expressao acima sao atualizadas a medida que uma nova ob-

servacao ¢ obtida através de

my = M1+ bt—l + (1 - 52)615
bt = bt_l + (1 — 5>26t
onde e; = y; — my_1 — b;_1 ¢ 0 mesmo erro de previsao ja

considerado.

Podemos definir

11 ,
G = 01 e Pt:GCt_lG

Logo

ot
D,
)i

O papel principal das perturbacoes w; ¢ justamente o de ”au-

V4 =R, = GCt_lG/ + V(wt) =P+ V("‘)t)

mentar” a variancia do sistema ja que normalmente tem média

0.
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9.1 Modelos de Tendéncia Polinomial

Os modelos polinomiais de la. e 2a. ordens sao casos particu

lares de uma estrutura mais geral. Um modelo de tendencia

polinomial de n-ésima ordem ¢ definido por :
yr = Op1 + vy
9t,j = Qt—l,j + et,j—|—1 + 561573' (] = 17 R 1)
et,n - 6t—17n + (Set’n

0;; muda em relacao a seu antecessor ;1 ; por 0y_1 1.

Exemplos :

1. MLD de tendéencias quadraticas :

Yo = M+
pe = pi1+ B+ 0py
B = B+ v+ 06
Y = V-1t 0V
0: = (B, ve)', pe representa o nivel, G; tendéncia

v representa a mudanca da tendencia. Este modelo

e

é

chamado de tendencia quadratica porque sua funcao de

previsao k passos a frente é da seguinte forma :
onde E(Gt\Dt) = 1My = (mt, bt, gt)l-

2. MLD de 2a. ordem : 6; = (u, B;)
3. MLD de la. ordem : ; =
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10 Modelos Sazonais

Sazonalidade é efeito comum a muitas séries e tem que ser
considerada.
Consideramos aqui apenas descrigao de efeitos ciclicos.

Possiveis explicacoes podem ser dadas por covariaveis.

10.1 Definicoes

Seja g(t) qualquer fungao real definida para os inteiros nao-

negativos, onde t é o indexador de tempo.

1. g(t) é ciclica ou periddica se, para algum inteiro p > 1,

g(t +np) = g(t), para todo inteirot > 0en >0 .

2. O menor inteiro p para o qual o item anterior é valido é

chamado de periodo de g(.).

3. g(.) exibe um ciclo completo em qualquer intervalo de

tempo que contenha p pontos consecutivos, como

(t,t+p—1),Vt>0.

4. Os fatores sazonais de g(.) sao os p valores de qualquer

ciclo completo :

HJ:g(]) j:071727"'7p_1

Note que, para t > 0, g(t) = g(j) onde j é o resto da
divisao de t por p. (7 =p| 1)
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5. O vetor de fatores sazonais no tempo ¢ ¢ simplesmente
o vetor de fatores sazonais permutados, de modo que o

primeiro elemento é aquele para o tempo ¢
025 — (Qja Qj—l—la Ty Hp—la 907 T ej—l)/

quando o fator sazonal corrente ¢ ;. Em particular, para

quaisquer inteiros n e k = np,
0. = (0o, -,0,1)".

6. Em qualquer ciclo, o tempo correspondente ao fator sazonal
0, tem um rétulo, M(j). Claramente, os rétulos sao ciclicos

com periodop e j =p |t se, esdse, M(j)="t.
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10.2 Caracterizacao de fatores sazonais ou ciclicos

Duas possibilidades : usando indicadores ou fungoes

trigonométricas.

Podemos associar a cada ponto no tempo um vetor de fa-
tores sazonais.

fator 6, sazonais no tempo

Caso o modelo consista apenas na parte sazonal temos que o
nivel da série no tempo t, u; ¢ dado pelo primeiro componente
de 0; e portanto pode ser obtido como y; = E 0; onde

E = (1, 0,0,---,0 ).

(p-1) termos
Como o tempo t corresponde ao j-ésimo periodo, t + 1 cor-

responde ao (7 + 1)-ésimo. Permutando o vetor 8; obtemos
;4_1 — (9j+17 Ty 9}97 917 Tt 9])
pev1 = K01
A passagem de 0, para ;.1 é realizada através da matriz

P _ 01,
ol oo )
isto ¢, 0,1 = P,0; onde P, satisfaz a P’;*”p = Pl; e, em
particular, PJ? = I,,.
Essa formulacao leva naturalmente a definicao do modelo

sazonal como
Eq. das Obs. : y; = Egﬂt +v v~ N0,V (44)
Eq Sist. : Ht = Pp0t_1—|—wt Wy N[O,Wt] (45)
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Inf. Inicial : (eo‘DO) ~ N(mo,CQ) (46)
Observacoes :

(i) Se W, = I, os erros w; tem componentes nao correla-
cionadas e o problema se reduz a analise de p modelos de
la. ordem, se a priori Cy = diag(cy, - -, ¢p). Isso porque
nao havera passagem de informacao entre diferentes niveis

de ciclo sazonal;

(ii) Para obter a funcao de previsao vamos supor que 6; =
(01, --,6,); e, portanto, E(0;|D;) = my = (myq,---,my,).

A previsao h-passos-a-frente é dada por

filh) = E(yisn|Dy)
= E(pin|Dy)
= E(E,0.11|Dy)
= E,P)E(6,|D,)
= E,P'm,
= Ep(mt,h+17 My, M1, 0 mt,h)/
— Mt p+1
Usualmente a modelagem por indicadores sazonais ¢é feita
pelo estabelecimento de um nivel médio e variacoes sazonais

com relacao a este nivel médio u;. Nesse caso, os fatores sazon-

ais satisfazem a 1’6, = 5i_; 6, ; = 0.
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O nivel de cada tempo ¢ é dado por

pe+ 0 = pe+ E;ﬂt
ot
0;
Essa modelagem impoe restricoes sobre a modelagem de 6;:
1) Priori inicial : Como 0y|Dy ~ N(myg, Cy) e 1’8, = 0
temos que
0 = 1'm0
0 = 1/001 = Cpl=0
Se a especificacao inicial nao satisfaz as condicoes acima,

pode-se impor a condicao adicionalmente para a partir da

especificacao incorreta 8y| Dy ~ N(myg, Cj) obter

(00|D0, 1’00 = O) ~ N(mo, Co), COoI11

my = mj— A(1'm})/(1'Cj1)
Cy = C)— AA'/(1'C}1),
onde A = Cov(6y,1'0y) = Cyl
I 0
Prova: Defina 9 = L6 onde L = LY = ¢
obtenha 0[1'6.

2) Restrigoes sao preservadas pelo modelo dinamico com
]_/wt = 0.
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Uma vez garantidas essas restricoes podemos redefinir

o modelo sazonal como

Eq. Observagoes: ¢ = e+ 61, +v1 vy ~ N|0, V]
= M+ E;ﬂt +
= F'B +u
Eq. do Sistema : uy = -1 +woyr, wor ~ N0, Wo,)
0, = P01 +w: w ~ N0, Wy (47)
Inf. Inicial : (uo|Dg) ~ N(mgo, Cog) (60| Dy), ~ N(my, Cy)

Restricao adicional : 1’8, = 0, Vt.

Supondo novamente que E[B,|D;] = (my o, my1, -+, myip)

onde Zg?:l my ; = 0 temos a funcao de previsao dada por

fi(h) = E(yi1n|Dy)
= E(pqn + E;)Ht-l-h’Dt)

(
(
= E(pesn|Dy) + E E (64| Dy)
(
(

I
&

h h .
et + ]; wot+j|1 D) + E;E(PZ@ + j; PZ_JWHJ‘ | Dy)

= My + Mt ht1
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11 Representacao Trigonométrica da Sazonalidade

A sazonalidade de p periodos pode ser representada tanto por
fatores (ou indicadores) sazonais #;, - - -, 6, quanto por com-
binagoes de funcgoes trigonométricas pois podemos escrever 8,

7=1,---,p como

g _ | a0 + v 1[a, cos (wrt) 4+ b, sen (wrt)], p fmpar, ¢ = (p+1)/2
’ ag + =" 1[a, cos (wrt) + b, sen (wrt)] + agcos(xt), p par, ¢ = p/2

onde o tempo t corresponde ao j-ésimo periodo no ciclo sazonal
w = 2m/p.
Cada componente da soma constitui um harmonico.

Ele pode ser reescrito como A, cos (wrt + ¢,.), onde
A, é a amplitude do harmonico de ordem 7;
o, ¢ a fase do harmonico de ordem r, r =1, - -+, q.

A grande vantagem dessa representacao ¢ a economia que ela
pode fornecer pois se algum harmonico for pouco relevante
(A, pequeno) ele pode ser excluido.

Ex. : Em séries mensais de certos setores da economia,
o primeiro harmonico é suficiente.

Para compreender a modelagem dinamica vamos nos con-

centrar no modelo mais simples, i.e., com apenas 1 harmonico

(r=1).
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Qo
0, = ap+a cos (wt)+b sen (wt) = ( 1 cos (wt) sen (wt) > a

b

Defina 31+ = a cos (wt) + b sen (wt) e
Y1t = —a sen (wt) 4+ b cos (wt). A relagao

ap Qa
Bi|— | a | elal
M b
ao
ej:a,o—FﬂLt:(llO) 51 :<110>:8t
M,

Analogamente,
0is1=ap+acosw(t+1)+bsenw(t+1)=ag+ B
Defina

1 0 0

COS W  sen w _
G, = e G=diag(1,G1)=| 0 cosw senw
— sen w  Cos w

0 —senw cosw

Dai
1 0 0 o ag

GG, =0 cosw senw Bie | =1 B cosw+ vy sen w
0 —senw cosw Vit —[B1¢ sen w + 7y ¢ oS w
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Mas 31+ cos w + 71+ sen w

= |a cos wt + b sen wt] cos w + [(—a sen wt) + b cos wt| sen w
= af cos wt cos w — sen wt sen w| + b[ sen wt cos w + cos wt sen w|

= acosw(t+1)+bsen w(t+1)

— 51,t+1

e =1+ sen w + 7y 4 Cos W = 71441 por contas semelhantes.

ap
Logo GB; = | Biisr | =B el = ( 110 ) B

V1,641
Eiste raciocinio pode ser extendido a todos os harmonicos pois

—1
0, =ay+ qZ la cos (wrt) + b, sen (wrt)].

r=1

Definindo 8,.; = a, cos(wrt) + b, sen(wrt) ,r=1,---,¢—1

Yt = —a, sen(wrt) + b, cos(wrt)

,8; - ( ao ﬁl,t Vit 52,t Y2t 5q—1,t Vg—1.t )
F;:(ll()l()---l O)

temos 0; = F83, e B,,; = GB, onde
G = dzag(l, Gl, Tty Gq—l);

COS WT  sen wr
G, - (

r=1,q-1
— Sen wWr  Cos wWr
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O dinamismo pode ser completado através da incorporacao
dos erros de observacao e do sistema levando a
Eq. das Obs. 1y = FiB8,+ vy v ~ N[0, V]
Eq. Sist. : ,Bz+1 = G +wip1 Wi ~ N[07Wt+1]
Inf. Inicial : (,BOID()) ~ N(mo,C())

onde
G — diag(laGla"'7Gq—1);pimpar;
dZCLg(l, G17 Tty Gq—l; _1) , P par.
p_ (11010 10),pimpar
(11010--101),ppar

Escolha dos harmonicos

A descricao completa da sazonalidade envolve a especificacao
e inclusao no modelo de ¢ — 1 harmonicos completos.

Como ja dissemos, nem sempre necessitamos de todos eles.

Com dados mensais, podemos modelar com o 12 e o 42
harmonicos, por exemplo. O primeiro representaria o ciclo
anual e o 42 corresponderia a um padrao trimestral.

Caso nao saibamos se harmonicos devem ou nao ser ex-
cluidos basta verificar sua amplitude. Para isso, observe que
os parametros (3, ; e 7, correspondentes ao r-ésimo harmonico
satisfagam a /32, + 72, = \JaZ +b2 = A,, a amplitude do
harmonico. Estimativas de 3,; e 7,; fornecem indicagao da
significancia de A,.
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12 Aplicacao

Aula pratica usando o software PRV.

1. Analise da série produto da industria geral do Brasil in-

cluindo componentes de tendeéncia e sazonalidade;

2. Comparacao da capacidade preditiva dos modelos até aqui

analisados.
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13 Superposicao de Modelos e

Fatores de Descontos

A estrutura linear dos modelos permite que sejam combinadas
varias componentes em um unico modelo.

Considere os modelos 1 e 2 dados por :

yip = F1 01+ vy, vy~ N0, Vi)
01, = G611 +wiy wip~ NO Wy,

Yor = F/27t92,t + vay, vy ~ N(0,Vay)
O = Goboy 1 +wary woyp~ N(0, Wyy)

Se definimos 1; como a soma das duas séries temos que y;
1 _ _ / /

satisfaz a yr = y1+ + Yor = F17t01,t + F27t92,t + v + Vo
Se definimos

0.
F; - ( /1,757 /2,t)7 0; = ( )7

2.4
vy = V1t + Vo € Vi = Vi + Vo temos

v = Fj0, + v, vy ~ N(0,V;) onde supusemos que vy ; € Vg

sao independentes.
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Se além disso fizermos Gy = diag(Gy 4, Gay) temos

0 G 0 0,
9, — ( 1,t):( 1.t )( 1,t1)+(w1,t)
02 0 Gaot )\ 021 w2 ¢

= Gt0t_1 + wy
Wit Ca , 1
onde w; = tem distribuicao normal com média O e
Wwa t

variancia W, = diag(W1,, Way,).

O exemplo mais comum ¢ a superposicao de uma tendencia
polinomial com uma parte sazonal.

Nesse caso, supondo crescimento linear e modelagem trigonométrica
com m harmonicos temos

Fi,=(10),Fy;;,=(1010---10),

2m

F/=(1010---10)

2(m+1)

11
G, = ( . )7 Gy = dmg((;(l)7 e G(m)),
Gt = d’I;CLg(GLt, Ggﬂg)

com GU) = ( KA )7

—5j ¢
cj =cos 2mj/p, s; =sen 2mwj/p, j = 1,...,m.
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Teorema 13.1 Para um inteiro h > 2, considere h séries
temporais Y geradas pelos MLD M; : {F;, Gy, Wi, Vi}y,
com vetores de estado 0;; de dimensaon;, parat=1,2,..., h.
Denote os erros de observacao e evolucao em M; por vy e
w;t, respectivamente. Assuma que, Vi # 7, (1 < i,5 < h),
vy e wi sao mutuamente independentes das séries vy e

w;i. Entao a série definida por :
h
Y, = 2 Yit (48)

seque um MLD {F,G,V, W} com vetor de estado dado

/ / / . ~
por 0, = (0,,...,0,,), de dimensao n = ny + ... +ny, e

quadrupla definida por :

F; - ( ,1t7°'°7 ;zt)

Gt = diag[Glt,...,Ght]
h

Vi = ;Vw

Wt = diag[Wlt, ... 7Wht]

Demonstragao : Temos que Y; = F}0; + v; onde v, =
Z?:l vit. U; ¢ normalmente distribuido com média zero e as
hipoteses de independeéncia levam a variancia V;, como necessario.
Para o vetor de estado 6; temos 6, = G;0,_1 + w; onde
wi = (Wi, ..., wy,). Novamente, pelas hipdteses usuais, wy ~
N[0, W] que ¢ independente de vy, assim temos definido o
MLD.

71



Fatores de Desconto

Ja vimos no modelo polinomial de 1a. ordem, que a especi-
ficacao da matriz W, de variancia da perturbacao do sistema
w; pode ser feita indiretamente através do uso de descontos.

Mais especificamente, se a equacao do sistema é

0; = GO; 1+w;, w; ~ N(0, W) temos que, para V (0;_1|D;_1) =
C,. R, =V(0D;1) =P +W;onde Py = V(G0;_1|D;_1) =
G;C; 1G). Dai, W, = R; — P,.

Se definimos § de tal forma que R; = P;/d podemos inter-
pretar 6 como a percentagem de informacao que passa de t — 1

para t e nesse caso
Wt — Rt - Pt — Pt/(s - Pt — Pt(6_1 - 1)

No caso de superposigio de modelos (ex.: tendéncia +
sazonalidade) podemos extender o raciocinio acima.

No caso geral de k modelos, poderiamos definir
Py =V(Gibis 1|Di1),i=1,2,---,k

e utilizar um desconto 9;, = = 1,2,---, k para cada bloco de
forma que Ry = P;4/0;i e W; =P, ,(6;1 — 1).

O modelo total obtido pela superposicao dos k componentes
teria entao Wy = diag(Wiy, - - -, Wy,), onde W, seria dado

como acima.
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Estratégias praticas de desconto

Desconto ¢ uma técnica projetada para evolucao 1-passo-a-
frente.

Usa raciocinio multiplicativo para obter fator aditivo. Se
ela for usada k vezes teremos decaimento exponencial da in-
formacgao, que ¢ inconsistente com o decaimento aritmético
especificado pelo modelo.

Para passar de C; — R,y 1 usamos desconto d levando a
Wit

Observando 1,1, passamos de C;.1 — Ry o usando
desconto o que leva a Wy 9 % Wy, 1.

Por outro lado se queremos prever ;. o precisamos de V (wy. 9| Dy)
que tomamos também como W 1.

Raciocinio similar vale para k passos a frente.

As variancias W; usadas na filtragem sao as especificadas

1-passo-a-frente.
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14 Modelos com variancias desconhecidas

Até agora, foi assumido em todos os modelos que a variancia
das observacoes, dada por V;, era conhecida para todos os
tempos.

Na pratica, isso raramente acontece e o que deve ser feito é
estimar a variancia a cada tempo.

Seguindo a mesma estrutura do método, a variancia sera es-
timada sequencialmente e uma forma de evolucao sera obtida
para relaciona-la em tempos sucessivos. Na sequéncia traba-
lharemos com V; = V,_; = V = ¢!, Vt, a precisdo observa-
cional.

Antes de tratar do caso geral, analisaremos modelos de 1a.
ordem.

Modelo de 1a. Ordem

Esse modelo serd ligeiramente modificado para:

Eq. das observagoes: v = pt + vy, ve ~ N(0,V) (49)
Eq. do sistema: gy = pr—1 4+ wy, wy ~ N(0, VW)
d
Info. Inicial: pg|Do, V' ~ N(mo, VCi) eV ~ G](T;Oa;)

A inclusao do termo V' na variancia de wy serve para dar trata-
bilidade analitica.
Continuam valendo as independéncias entre erros v; e wy

mas condicionadas a V.
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O processo inferencial consiste novamente em

EVOLUCQAO ATUALIZAGAO
pi—1,V ‘ Dy —>C e, V' ’ Dy - ¢ e, V ’ D,
post. priori post.
!
Yi | Dy
previsao

Em todas as etapas acima, ao invés de trabalharmos com a
distribuicao conjunta de (u, V') trabalharemos com a condi-
cional de u|V e a marginal de V. Observe que E[V YDy =
Zg?; = 3—8 = Sy onde Sy seria uma estimativa inicial de
V. O valor de ng fornece a precisao dessa estimativa, pois

CV[V=HDo| = \/Z—O\@
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Teorema 14.1 Com o modelo especificado como em (49),

obtemos as sequintes distribuicoes para cada tempo t > 1.

(a) Condicional a V :

(,th—l ’ Dt—lav) ~ N[mt_l,VC: 1]7
(e | Di—1, V) ~ Nlag, VR,
(Y; ’ Dt—lav) ~ N[ftan;L
(it | Dy, V) ~ Nimy, VCY],
com
ar = My_1q, R;( = t*_l + Wt*
ft = a Qi =1+ R

my = a; + Asey, Ct* :R;_A?Q:
—1
A = R:Q: ) et:Yt—ft

(b) Para a precisio ¢ =V ! :

(¢ | Di—1) ~ G(ne—1/2,di-1/2),
(@ | D) ~ G(ny/2,di/2),

onde:

ng=mn4_1+1 e dy=di_1+ etzQz‘_l
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(c) Incondicional a V :

(te-1 | D1
(bt | Dy
(Ve | Dyy

(ke | Dy

~ tp,_ mu—1, Ci_1],
~ tn,_|ar, Ryl

~ tnt—l[ftaQtL
~ Ly me, Gy,

)
)
)
)
Cir = S50y, Re=S5aR Qi =510

Cy = Stct* ; St—lzdt—l/nt—l € St:dt/nt

Podemos obter também as seguintes relacoes:

my = a; + Aey

Cy = Si/Sia[R — AjQ)) = AS,

ng = m1+1 dp=di—1+ St—lez?Qt_l
Qr = Si+ 1y

A = RQ;?

Demonstracao : Dada a definicao do modelo, os resul-
tados em (a) seguem diretamente do teorema 6.1. Eles sdo
apenas os resultados com a variancia V conhecida.

O restante da demonstracao é por inducao, e usa os resul-

tados da distribui¢ao normal-gama.
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Assuma que a priori para a precisiao ¢(= V1) em (b) é
verdadeira, de modo que (¢ | D;_1) ~ Gng_1/2,d;—1/2]. De

(a) temos que :

(Yt ’ Dt—17¢) ~ N[ftaQ;fk/qb]a

tal que

p(Y: | Dy, ¢) o ¢ %exp(—0,5¢¢; Q).

Pelo Teorema de Bayes, temos a posteriori de ¢ dada por

p(@ | Di) o< p(@ | Di—1)p(Yi | Di—1, ).

Usando a priori de (b) e a verossimilhanca acima temos

p(¢ | Dy) oc ¢ 2 ewpl—(dyy + €2 /QF) b /2]

claramente esta ¢ a fungao de densidade da Gama com parametros
ni/2ed;/2 ondeny =ns 1 +1led, =di 1+ egQ;k_l. [sto
estabelece a posteriori para ¢ em (b).

Para demonstrar (c) basta lembrar que se p é uma variavel

aleatoria entao
p| o~ Nm,¢g'Cleo~Gn/2,d/2 = u~t,m,SC*

onde S = d/n. Os resultados em (c) seguem da margina-
lizacao das distribuigdes em (a) com respeito a distribuigao

gama apropriada a priori/posteriori para ¢.
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Os resultados para o modelo geral podem ser obtidos da

seguinte forma. Para todo t, o modelo ¢é definido por :

}/; = F;Ht + , Vy ~ N[O, V] (50)
0, = Gib 1 +w , w~ N[0, VW]
(00 ’ Do, V) ~ N[m(), VCS] € (V ’ DO) ~ GI[TLQ/Q, d0/2]

Novamente, estamos supondo que V; =V, 1 =V, Vt.

As hipoteses usuais de independéncia permanecem, porém
agora condicionais a V, ou equivalentemente, ¢ = V1. A pri-
ori de ¢ tem média E|¢ | Dy = ng/dy = 1/Sy onde Sy é uma
estimativa a priori da variancia observacional V. O processo

inferencial consiste novamente em

EVOLUCAO ATUALIZACAO
ot—lav | Dy —>Q 91&; % ’ D4 — Q 9t7V | Dy
post. priori post.
!
Y| Dy
previsao
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Teorema 14.2 Com o modelo especificado como em (50),

obtemos as sequintes distribuicoes para cada tempo t > 1.

(a) Condicional a V :

(011 | Di-1,V) ~ Nmyy, VC_],
(0,5 ‘ Dt—la V) ~ N[at, VR:],
(Y;E ‘ Dt—lav) ~ N[fva;fk]a
(0: | Dy, V) ~ Nmy, VG,
com
A = Gtmt_l, R: = GtC;_lG; + W:
fi = Fa, Q; = 1+ FR/F,

m; = a; + Aey, C: = R: - AtA;Q:tk
* *_1
At — RtFtQt ) et:Y;—ft

(b) Para a precisio ¢ =V ! :

(¢ | Di—1) ~ G(ne—1/2,di—1/2),
(@ | D) ~ G(ne/2,di/2),

onde :

ng=mnm4_1+1 e dy=di_1+ esz‘_l
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(c) Incondicional a V :

(01| Dio1) ~ to,_ myq, Gy,
(9t ‘ Dt—l) ~ tnt_l[at,Rt],
(Y | Dim1) ~ to, (| ft, Q4
(0 | De) ~ tn,[my, Gy,

Ci1 = 5.C, , Ri=S51R; ,Qi=510;
C = Stc;gk , Sie1 = dt—l/nt—l e S = dt/nt
Também podemos obter aqui as relagoes:

m; = a; + Ae C; = Si/Si-1[Ri — AL ALQy]

ng = mp1+1 dy = dy—1 + Sp-16;Q; "

Q = S +FRF, A =RFQ;"
Demonstracao : Generalizacao direta do modelo de 1la.
ordem.

Para a parte (a), basta usar os resultados do teorema 7.1.

Para a parte (b), usam-se os mesmos resultados que no
modelo de 1la. ordem.

Para a parte (c), basta usar os resultados para a distribuicao

normal-gama no caso multivariado.

[sto é, se @ é um vetor aleatério (n x 1) entao
0|~ Nm,¢ 'Cleop~Gn/2,d/2] =0 ~t,m,SC]
onde S = d/n.
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15 Analise retrospectiva e Otimalidade Linear

Analise Retrospectiva ou Suavizacao
Até agora vimos como obter as distribuigoes de 0| D;_; (priori)
e 0;| D, (posteriori ou atualizada).

Se estamos usando o sistema no tempo real, a distribuicao
atualizada é o melhor de que dispomos.

No entanto, muitas vezes dispomos de dados que vao além
do tempo t. Gostarlamos entao de poder dispor dessa in-
formacao para obter uma distribuicao para 6, mais precisa,
ou seja, gostariamos de obter 6;|D,,, n > t. Essa distribuigao
¢ inutil para previsao mas muito 1util para analises retrospec-

tivas que permitem um melhor controle do sistema.

Teorema 15.1 Seja um MLD {F;, G;, Vi, W;}. Para cada
tempo t e para todo k (1 < k < t) temos que

0; 1|D; ~ N(a(—k),Ri(—=k)) onde
at(—/c) = My + Bt_k[at(—k' + 1) — at_k+1]
Ri(—k) = Cip — By i[Rip1 — Re(—k + 1)|Bi_,

com B, = C,G,, R, e valores iniciais

a;(0) = m; e Ry(0) = C,.
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Demonstragao: (por indugao)
pOr—«|Dy) = /p(ot—kv9t—k+1’Dt)d9t—k—|—1
= [ p(Or—k1|Do)p(01—k|0r i1, Dy)dBy i1

Mas p(0;—1|0;—r+1, Dt) = p(01—1|0r—1+1, De—i)
Para obter p(0;_¢|60; k.1, D;_1) obtenha antes

( 01 !Dtk) N ( m;_j )’(Ctk S )
At k41 Si—r Ri_it1

011
Logo ;1|6 —k+1, Di—i ~ N(hy(k), Hi(k)) onde

hi(k) = my_j + B (0111 — at—p41)
H;(k) = Ciy — B, Ri11B)_,
A dependencia de 6;_;, em 6;_;; é linear na média e

ot_k+1|Dt ~ N(at(—k + 1), Rt(—k + 1)), por hipétese
= 0;_;|D; ~ N(a;(—k), Ri(—k)) onde

ar(—k) = my_j, + By pla(—k+ 1) — ap_jyq]

Ri(—k) = Ci_p — Bii[Ri—p+1 — Ri(—k + 1)|B}_,,
Corolario 15.1 Se as variancias observacionais forem des-
conhecidas e V, =V = ¢, Vt, temos que

0:_i|¢, Di ~ N(a(—k),¢ 'Ri(—k))e
0| Dy ~ tp(ai(—k), SiRi(—k))

Prova: Explora os mesmos resultados a respeito da normal-

gama.
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Otimalidade Linear Bayesiana
Suponha que y é um vetor de observacoes e
0 ¢ um vetor de parametros.
Queremos estimar @ por d de forma que a perda L(6,d)
esperada seja minima. Obviamente se y estiver relacionado 6,
usaremos essa informacao em d.

O problema se resume em obter d de forma a minimizar
E[L(60,d)]y].

Considere agora que a unica informacao disponivel de y e 6

sao os dois primeiros momentos na forma
y

L) 5 )

Sem informacao adicional sobre a distribuicao, nao podemos

Y

calcular E[f|y]|. Para contornar esse problema, trabalhamos
com a perda esperada geral E[L(6,d)] e restringimos os esti-
madores a classe dos estimadores lineares da forma

d=d(y) =h+ Hy.

Define-se o estimador linear Bayesiano (ELB) como o esti-
mador que minimiza a perda esperada dentre os estimadores
lineares.

Pode-se mostrar que ele ¢ dado por
m=a+SQ '(y —f)
e a perda associada ¢ dada por

C=R-SQ's.
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m e C sao entao usados como primeira aproximagcao para, os
momentos de 0]y, chamados de esperancga linear a posteriori e
variancia linear a posteriori de 8]y. Observe que eles coincidem
com média e variancia a posteriori se a distribuicao conjunta
de (y, @) for normal.

Importancia de otimalidade linear para MLD

As distribuicoes de interesse em modelos lineares dinamicos
podem ser obtidas da aplicacao desse método sem necessidade

da hipdtese de normalidade. Considere novamente o MLD

}/t — Fgat + Vg,  Ug [07 W]
0, = Gib,_1 +w, w;~ [0, W]
00| Dy ~ [my, Gyl

parcialmente especificado através de médias e variancias. Entao

continua valendo o teorema 7.1 sem as hipoteses de normali-

dade.

et’Dt—l ~ [ah Rt]

Y;f’Dt—l ~ [fta@t]
et’Dt ~ [mt,Ct]

onde as expressoes dos momentos permanecem as mesmas.
Os dois primeiros resultados seguem da linearidade da es-
peranca.

O 1ultimo segue de otimalidade linear.
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16 Aplicacao

Uso do software PRVWIN.
Exercicios com a série do produto da industria geral do

Brasil.

1. Analise da série com fator de desconto para os blocos da

tendencia e sazonalidade;
2. Verificacao do efeito da escolha dos fatores de desconto;

3. Analise retrospectiva do modelo de 1a. ordem e do modelo

de tendencia e sazonalidade.
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17 Intervencao

Sempre que o comportamento sai do padrao, devemos intervir

(management by exception).

. antecipatoria (feed forward)
Intervencao pode ser . '
retrospectiva ou corretiva (feed back)

Notacao: mesma de antes

Consideraremos variancia conhecida para fixar idéias.

Dy = {ys, Iy, Dy—1}
Intervencao Antecipatoria

1. Ignorar observacao

Se y; ¢ julgado nao compativel com a série = nao-informativo

= pode ser ignorado.

Logo, I; = {y; ausente} = Dy = D; 1 = my = a; e
Ct - Rt.

Isso pode ser formalizado no MLD fazendo V; — oc.

2. Ruido de evolucao adicional

Se sabemos que algo aconteceu, acrescentamos ruido ao
sistema. Em geral, fazemos R; maior para alguns ou to-
dos componentes de 6;. Assim tomamos I; = {n,} onde

o ruido adicional 5, ~ Nh;, Hy| é independente de wy.
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Formalmente,
025 = Gt0t_1 + Wi + n;
—_——
wi~N(h; W;+Hy)

¢ 0;|D;_1, I; ~ Nlaj, R}] com

a, = a;+hy

R;; — Rt+Ht

Se alguma componente de h; e diagH; sao zero nao espe-

ramos mudanca no correspondente 60, ;.

Assim como Wy, a funcao de H; é aumentar a incerteza.
Logo, podemos especifica-la através do uso de descontos.
No caso, usamos desconto menor que o usual para permitir

aumento maior da incerteza.

. Intervencao subjetiva arbitraria

Modelo fornece Vt: a;, Ry. Suponha que I, = {a}, R;},
a; e R} quaisquer. Logo 64|1;, D;—1 ~ N(a},Ry).

Ex: Ry =0= Pr(0;=a|D; 1, ;) = 1.

Eisse modelo nao é consistente com o MLD e nao podemos

fazer filtragem. Para fazer compatibilizacao usamos os

resultados abaixo.
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Lema: Sejam E(6;) = a; e V(6;) = Ry, Ry n xn
nao-singular, triangular superior e 8; = K;0; + h;. Entao
E@)=aeV(0)=R;se K;=U,/Z; e

h; = aj —K,a;, onde Uy(Z;) ¢ a inica matriz nao-singular
triangular superior de R} (Ry), isto é, Ry = U, U,

(Rt = Z,Z3).

Prova: Da algebra linear, se Ry e R} sao simétricas p.d.

= U, e Z; existem e sao unicas.

Da definicao de hy,

E(G:) = Ktat + ht = Ktat + a: — Ktat = a;‘
V(e;) = K,RK, =K/, Z,ZK, = (KZ;)(K,Z;)
- U U

Assim do Lema obtemos uma "segunda evolucao” de 6,

para @; com os momentos requeridos. Logo
9: — KtOt + ht
= Kt(Gth_l + wt) + ht
= K;G0,_1 + Kw; + hy
=S G:Ht_l + wj;
onde G} = KiGy, w;y = Kyw; + hy ~ N(hy, W) onde
W;fk — KtWtK;f

Modelo esta formalmente dentro da estrutura de MLD.
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4. Inclusao de efeitos de intervencao
Até agora, as intervencoes mantiveram os mesmos parametros.

As vezes, queremos intervir através de parametros adi-

cionais de forma a isola-los e estima-los.

Ex.: Considere o MCL com 6; = (s, 8;) fazemos
0; = (1, Br,7:) onde

o [t + Ve
0:: Gy | = By
Yt Yt
10 1
— |01 (“t)+ 0 |
00/ " 1

0, = K0 +¢&,

Note que o vetor paramétrico mudou de dimensao.
Define-se assim, uma ”segunda evolucao” para os parametros

do sistema.
0:|D;—1 ~ N(a,, Ry) = 0;|1;, D;—1 ~ N(a;,R}) com
a; =Ka, + F(&) R =KRK,+V()
A evolucao (total) fica dada por
0, = K0, + & =Ki[Gi0, 1 +wi] + & = GO, +wy

onde G} = KiGy, wj =&, + Kyw; ~ N(E(&;), W) com
Wi = KWK, + V().

90



18 Monitoracao

Atencao agora estd voltada para monitorar performance do
modelo (previsdes ruins, mudanga nos parametros).

Técnicas ligadas a alguma medida do erro de previsao ¢; =
Fator de Bayes (FB).

Considere modelos My (padrao), My, M, - - - com previsoes
P(Y| De1, Mi) = pi(ye| Di—1), i = 0,1,2,---.

O FB para M, versus M, baseado em y; ¢ H; = po(we|De—1)

-~ pi(yDe—1)
O FB mede a razao das verossimilhancas preditivas: quanto

maior (menor) for Hy, maior (menor) ¢ a evidéncia a favor de
My (versus My).
O FB para M versus M; baseado nas tltimas k£ observacoes

consecutivas g, Ye—1, "+ Yp—k11 €

_ po(ym Tt 7yt—k+1’Dt—k) _ ﬁ pO(yr|Dr—1)
pl(yu T 7yt—k+1’Dt—k> r=t—k+1 pl(yr’Dr—l)

Observacgoes:
(i) H)
(ii) H7Y(k) é o FB para M versus My baseado em s, « -+, Y js1;
1) Hy(t)
)

Hy(k)

= Hy;

(iii) Hy(t) ¢ o FB baseado em todos os dados até y;

log Hy(k) =log H; +log Hy_1(k — 1)

Como o modelo é dinamico trabalhamos mais com H;(k) para
k pequeno.
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H; = Hy(1) pequeno = y; é possivel outlier.

H:(k) pequeno = ultimos k pontos indicam mudangas es-
truturais nao captadas por Mj.

Na pratica, devemos nos concentrar no pior valor de H;(k),

1 < k <t. O teorema abaixo indica como atualizar este valor.
Teorema 18.1 L; = min, Hy(k) =

(i) Ly = Hymin{l, L; 1};

(ii) Ly = Hy(l;) com

1+ seli_1 <1

[, =
1 se L1 >1

Idéia é usar L; e [; para deteccao.

Se L; ¢ muito pequeno, intervimos. Em geral, toma-se um
limiar 7 a partir do qual intervimos, por exemplo, 7 ~ 0, 2.
Antes disso, mesmo que L; < 1 nao mexemos no modelo. Se
L; > 1, nao mexemos também.

Suponha 7 < Ly < 1. Ly < Ly_1 se H; < 1.

Se L; < 7, monitor sinaliza.

Se Ly < Te

(i) ly =1 = Ly = Hy = y; é outlier ou modelo comeca a

deteriorar em ¢;

(ii) Iy > 1 = modelo comegou a mudar no tempo t — [; + 1.
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Escolha de modelos alternativos M;
Suponha que f; = 0 e Q; = 1 ou alternativamente trabalhe
com

ef = yt_\/gft‘D“ ~ N(0,1), sob M

Se a variancia for desconhecida, basta trocar a N pela ¢

ng—1-

Alternativas possiveis para M; sao:
(i) e ~ N(h,1) deslocamento no nivel;
(ii) e; ~ N(0, k%) deslocamento na escala.

Sob (i), H; = exp{(h* — 2he;)/2} e a escolha de h é baseada
no FB.

H; = 1 (indiferenca entre My e My) < h = 2e;.

Achamos isso razoavel para um e; = 1.5 = h = 3.

Supondo que o limiar é 7 = 72 < h%? — 2he; — 2log T = 0.
Queremos esse limiar atingido quando e; = 2,5 = h =1 ou
4.

h entre 3 e 4 parece razoavel: FB indiferente quando e; =
1,5 mas leva a rejeicao de My quando e; = 2, 5.

Sob (i), H; = kexp{—e?(1 — k™2)/2}. Nota-se que valor
de k pouco relevante para |e;| grande.

k=3ou4dert =0,15 parece razoavel: leva a rejeicao de
My quando |e| = 2, 5.
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Intervencao Retrospectiva
Deteccao e diagnostico automatico.

Esquema funciona assim:

(A) Calculo de Hy. Se H; > 7, vai para (B). Se H; < 7, v
¢ outlier e omitido, ou y; anuncia inicio de mudanca, vai

para (C).

(B) Calculo de Ly e l;. Se Ly > 7 ou ly > 4, vai para (D). Se

L; < 7, intervem. Se L; < 1 e l; <4, intervem. Vai para
(C).

(C) Monitor sinaliza. Intervem e resseta monitor para l; = 0
e Lt = 1.

(D) Faz analise usual.

Adaptacao automatica em caso de mudanca paramétrica.
Forma mais simples de intervencao é através do aumento da

incerteza a priori.
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19 Modelo de Regressao Dinamica, Funcao de Trans-

feréncia e Testes

Modelos de Regressao Dinamica
Regressao :
Y; - série temporal resposta
xs - série temporal de regressores que influenciam ;.
E também possivel que xg, s < t ou mesmo ys, s < t
influenciem y;.
Modelo simples : i = a + Sy
Suponha que existe f tal que u; = f(xy,t). Em geral, se
existe ¢ desconhecida.
Melhor aproximagao é tomar f(x;,t) = ay + Gixy, isto é,
funcao linear de x; mas coeficientes mudam.
1D sempre possivel (escolhendo bem «y e F;), aproximar f
por oy + Bixy.
Modelo tem forma local para representar mudancas em « e

(. Forma simples de relacionar a’s e 3’s é
By Bi1 Bi1
Variacao dos parametros :

()= (5n)
= + Wi
ﬁt ﬁt—l
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O MLD de regressao multipla
As idéias podem ser extendidas para o caso de n regres-

sores I, Xo, - -, T, onde x1 = 1.

Eq. Obs:: vy = au+ Brazea+ -+ Ben—1Ten + v v ~ N(0, V)
Eq. Sist.: ap = g1 +wyg

Bi1 = Bimi1+wia wii~ N0, Wy,)

615,71—1 — ﬁt—l,n—l +wt,n
ou colocando na forma matricial

Eq. Obs.: yy = Fi0, +v; v ~ N(0,V)
Eq Sist.: 0t = 0t_1 +Wwr Wy N(O,Wt)

onde F} = (1,219, -+, Zpn), 0, = (o, B, -+ Brn-1)’

w; = (W1, W)

Se W, =0=0, =60,_, =0, YVt = Modelo de regressao
estatica (usual).

Se W; # 0, 6; muda com o tempo.

W, "grande” (pequeno), muita (pouca) mudanga de ; com
o tempo.

Se temos apenas 1 regressor, F} = (1, 24), 0, = (o, ;)

96



Para fazer previsao é preciso conhecer os valores futuros

dos regressores. Uma forma possivel ¢ modelar conjuntamente

Yok com Xy = modelo multivariado. Outra forma é obter

p(X¢1 x| Dy) e prever usando

Py Dr) = /p(yt+kaxt+k|Dt)dXt+k

- /p(yt—i-k“xt—l-k) Dt)p(xt+k‘Dt)dXt+k

Se tivermos apenas que E[X; x| Dy = hy(k) e V[xiix| D] =

H;(k) entao usando o fato que ye x| Xek; Brig, Dt ~ N(Xp 4 1 Brin Vi)

Elyii|Di] = ElEYirkXerks Biiss Dil]
Ex 1,844k Di]
E[E[X) 1By s Xtk Di]]
Bt 1 BBy ikl Xesr, Dil]
hy(k)a,(k) e
Viyee|Dy] = [V[yt+k’Xt+k,,Bt+kaDtH+ VIEWYi k] Xtk Brig Dil]
5[5t he(R) Ry (k)b (k) + tr{R¢(k)H(k)'}]
m;H,(k)m,
No modelo de regressao dinamica, a;(k) = m; e Ry(k) =

Ct "‘ Z;{::l Wt—i—i'
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Funcoes de Transferéncia

Podemos também ter os valores da série observada depen-
dente em valores presentes e passados de uma série auxiliar.

Nesse caso, yr = Oy + 0124 + Oy + -+ - 4+ Op 1204 + V1.

O modelo pode ser colocado na estrutura dinamica fazendo
os parametros 6 dependentes no tempo. A equacao do sistema
teria usualmente a forma de um passeio aleatorio

0, =0;,_1+w,.

O modelo acima tem y; dependendo apenas de x; até p
periodos de tempos atras. Podemos também modelar um efeito
que decai suavemente para 0 através de variaveis construidas
a partir da variavel independente x.

Exemplo: y, = 0y + & + v onde § = A1 + Yy
A representa a memoria do efeito
1 representa a forca ou penetracao de x.

Pode-se mostrar que &4 = A& 4+ sF Nia
Se Ty = 0,7 # 1, &g = NEG + YNy
No modelo de regressao usual, y; = a + 0x; + e;, a funcao

de transferencia de x; em v, €

Ox, r=0
0, r=#0

er—l—lxa 7”:0,1,'”

Em modelos autoregressivos de ordem p temos

0, c.C.
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Defini¢cao: Um modelo geral de funcao de transferéncia é
dado por
y = F.0;, + v
0 = GO, + x4, + Wy
Yy = Yy + Wi
Esse modelo pode ser colocado na forma de um MLD usual.

Basta tomar o vetor de estados 92 = (6},4) e definir o modelo

pela quadrupla

; - G zl, - \%% W,y /W
F;:(F;,O’)j(}t:( Tt ),VeWt:( t1 T Ty Wio TtWio

0 I, Tt Wi o Wi

A funcao de previsao é dada por

fi(k) = Ely x| D] = Fi B0k | D]

Mas 0,11 = GO 1+ Tk + Wia

3
= G, + Gk‘%pm_?ﬂxm + erros
r=1
k LA
= G"0;+ Y G" "xpy, + erros
r=1

Logo fi(k) = F,.,|G"m,; + = | G¥"hyz,,], onde hy =
Elg;| Dy].
Se Lty = O, r 7é 1= ft(/f) = F£+kamt+F£+ka_1htxt+l-

No caso do exemplo, G = A\, ¥, = ¢, F =1 e a funcao de

transferéncia é N9z
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Testes de significancia dos parametros do modelo

Em alguns modelos é interessante verificar a significancia de
um subconjunto de parametros, 6,1, para a explicacao da série
de interesse y;.

Exemplo: ;1 = (5 ,7:), os parametros do j-ésimo harmonico
da componente sazonal

Considere a regiao R = {0|p(0|D;) > p(0|D;)}, onde 0
pode ser @, 0; ; ou 6;; um subvetor de componentes de 6.

Ex.: Se V' é conhecido, 6;|D; ~ N(my, C;),

logo 8| D; ~ N(m, C) onde, se

(i) @ =0, entao m =my j e C = Cy ;3

(ii) @ = ;1 entao m =my; e C = C,; 1, onde my ; e Gy sdo

as respectivas componentes do vetor m; e da matriz C;.
Observe que se

(i) P(R|Dy) for alta = o ponto O estd na cauda da dis-

tribuicao < 0 é pouco provavel < 0 ¢é significante;

(ii) P(R|Dy) for baixa = 0 nao esta na cauda da distribuicao

< 0 é muito provavel < 0 nao ¢ significante;
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Calculo de P(R|Dy)

1. V conhecido
Nesse caso, 8| Dy ~ N(m, C) e

p(0|D;) = kexp(—Q(8)/2) onde Q(6) = (6—m)'C™"(6—m)
Mas p(8| D;) > p(0|D;) & Q) < Q(0) = m'C™'m.

Por outro lado, Q(0)|D; ~ x; (pégina 12)

Logo,

P(RID,) = P(Q(6) < Q(0)|D)) = P(x? < m'C 'm),
que pode facilmente ser calculado.

2. V desconhecido
Nesse caso, 8|D; ~ t,,(m,C) e

p(6|Dy) = k[n+Q(@)] "7
Mas p(6|Dy) = p(0| D) < Q(6) < Q(0) = m'C™'m.
Por outro lado, Q(0)/q|D; ~ Fy,

Logo,
P(R|Dy) = P(Q(0) < Q(0)|Dy) = P(Fy,, <m'C™'m/q),

que também pode facilmente ser calculado.
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20 Aplicacao

Uso do software PRVWIN.
Exercicios com a série do produto da industria geral do

Brasil.

1. Analise da série fazendo monitoracao;
2. Analise da série fazendo intervencao;

3. Analise de uma série com funcao de transferencia.

102



21 Transformacoes nos dados e

séries nao normais

Outlier e dados ausentes

Um outlier pode ser identificado como uma observagao ines-
perada = erro de previsao grande. Sabemos que

et’Dt—l ~ tnt_1<07 Qt)

Devemos olhar comportamento de |e;| ou |e]/+/Q.

Observe que e; influencia estimativas de 8; e V' através de
m; = a; + Atet € St = St_l(nt_l + ef/Qt)/(nt_l + 1)

e; grande = y; nao ¢ descrito pelo mesmo modelo
= (975, V|Dt) ~/ (Ht, V’Dt_l).

Obviamente, se y; ¢ perdido, resultado ¢ o mesmo.

Intervalos de tempo irregulares

Até agora, consideramos intervalos de tempo iguais a 1.

Ex.: observamos apenas 1 observacao no final do mes mas
nao sabemos quando =- observamos vys31, Yo, Y91, * * -

Basta repetir procedimento de dados faltando para os outros
tempos. Uso de desconto nesse caso deve seguir recomendacoes

anteriores.
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Transformacoes nos dados

Muito comum em estatistica, deve ser usada com cuidado
para nao complicar interpretacao.

Uma idéia é transformar y; nao normal em z; = g(y;) apro-
ximadamente normal.

Se E(y:) = p entao aproximagoes de Taylor dao

E(z) = g(p) + 9" (1) Vi/2,
analogamente, se V(z;) = V entdao V(z) ~ {g' (1) }* V5.
Familia comum de transformacoes,
(2 = 1)/X\, X#£0
log z, A=0
Assim V(z) = {E(z)}*VV.

Alguns casos particulares dessa transformacao sao:

g(z) =

1. A = 0 (transformacao log) = V(z;) o< E(2)*;
2. A=0,5 (transf. v/ ) = V(2;) x E(2) (modelo Poisson).

Obviamente, se escolhemos transformagoes e z; ~ t,,(fi, @Q:),
a previsao de y; é feita com distribuicao da transformacao in-
versa. I importante observar que E(z;) # g[E(y;)], mas me-
diana z; = g(mediana y;).

Se y; = fytxtﬁtvt entao z; = logy; = log v + B log xy + log vy
e modelo linear aditivo estd OK. Muito usado em econometria
onde deseja-se medir o efeito em 1; da taxa de crescimento (ao

invés do crescimento) de ;.

104



Dados nao-normais
Modelos Lineares Dinamicos Generalizados —
Extensao para familia exponencial.
A equacao de observacao e de sistema agora sao definidas

por

fyel0) = alyr)exp{y; + b(6;)} com E(y|6;) = pu
9(u) = FiB,
B = GB,_1 +twr wr~ N0, W)
BolDo ~ N(my, Co)

g(pt) € a fungao de ligagao.

Nao ha conjugacao — nao ha inferencia de forma exata.

Generaliza o modelo linear generalizado (pg. 24) ao permitir
estrutura dinamica para os f3,.

Exemplo: Regressao logistica dinamica

Regressao logistica pode ser extendida ao permitir uma es-
trutura dinamica nos coeficientes de regressao

yi|me ~ bin(ng, m), t=1,...n

probabilidades 7; determinadas pelos valores de variavel x

T = F(Ozt—l—ﬁtxt) , tzl,...,n
Qr = Q1+ Wiy

B = Bi—1 +way

F - qq funcao de distribuicao
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22 Ciclos e leis de variancia

Estimacao de ciclos
De uma forma geral, ciclos podem ser definidos como processos
que se repetem segundo um padrao regular. O exemplo mais

simples ja visto ¢ a fungao definida através de harmonicos
y; = acos(0t) + bsin(0t) = rcos(0t + ¢)

onde r* = a* + b? e cos(¢) = a/r.

A constante r é a amplitude da série.

O coeficiente @ é a frequéncia, ja que a onda completa 6 /27
ciclos em uma unidade de tempo

= 1; completa um ciclo no tempo A = 27 /6

= A ¢ o comprimento de onda do harmonico.

¢ € o angulo de fase e indica o quao distante a onda deslocou-
se na origem.

Considere um modelo AR(2), 4 — a1y:-1 — asyy—o = 0. Se
aj + 4ay < 0, as raizes da equacdo polinomial 1 — a1 B —
asB? = (0 sdo imagindrias. Desta forma, a solucao homogénea
obtida ¢ da forma y; = Bir'cos(0t + (33); onde 31 e [ sdo

112 ¢ 0 satisfaz a cos(f) =

constantes arbitrarias, r = (—as)
a1/[2(—a)"?]. Esta claro que temos funcdes trigonométricas
como solucao, e elas impoem um padrao ciclico.

Aqui a frequeéncia do ciclo é determinada por 6.

A condicao de estabilidade é determinada pela magnitude
de r = (—ag)"/2.
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Se | as |= 1, as oscilagoes nao alteram a amplitude; a solucao
homogenea ¢ periddica.

As oscilagoes decairao se | ag |< 1 e explodirao se | ag |[> 1.

Pode-se representar comportamento ciclico através de mode-
los auto-regressivos de segunda ordem. Acima obtivemos as
relacoes entre as duas representacoes.

Quando 3; = a106;_1+a95;_2, 0 modelo pode ser descrito na
forma de equagoes de espago-estado, fazendo 0; = (5, Br—1)

assim

5t = (170)0t e 0t = Gﬁt_l,com G = ( all a(I)Z )

Dadas condigoes iniciais 8, = (01, 5y)’, a solugao B =
(1,0)G'18; tem forma funcional em ¢, determinada pela es-
trutura dos auto-valores da matriz de sistema G. No caso de
um par de auto-valores complexos conjugados temos exata-
mente a solugdo de um modelo AR(2).

Colocando o modelo AR(2) na forma estocastica temos 3; =
a10i-1 + asB—o + wy, onde w; sao perturbacoes com média
zero, independentes para todo ¢ e usualmente normalmente
distribuidas.

6t == (]., O)Ot and Ht = G0t_1 + ((,dt, O)/ .
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Uma série y; que exibe comportamento ciclico de compri-

mento A e decaimento r pode ser modelada por

y = Bi+v v~ N(0,V) (51)
B = a10i-1 + agfi—2 +wy wy ~ N(0, W),

onde v; e w; sao as perturbacoes das equacoes de observacao
e de sistema, respectivamente.

wy = 0,Vt = 1 sao observacoes de uma funcao coseno
amortecida

O modelo pode ser escrito na forma

y = F'o,+uv
0t = Get_l + wy

onde o parametro de estado é 8; = (G, B;_1) e a quadrupla

que define o modelo é dada por:

1
F— Cg=|ve) o wo (VYY)
0 10 0 0

onde W =V (w;), r = (—ag)"? e A = 21 /cos™ (a1 /2r).
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Modelagem da Lei de Variancia

Até agora, assumimos modelo normal usual com média e
possivelmente variancia desconhecida.

A propriedade basica da normal de variancia independente
da média foi mantida.

Pode acontecer de os dados nao se comportarem segundo
uma normal. Se supusermos que existe transformacao g que
operada sobre a série original normaliza a série, basta realizarmos
a transformacao e trabalhar com a série normalizada.

O problema, como ja vimos, ¢ que na hora de prever quere-
mos trabalhar com os dados originais e o problema pode com-
plicar dependendo da forma de ¢g. Além disso, ao realizar
transformacoes perdemos a interpretabilidade dos dados.

Uma forma alternativa de abordar o problema é modelar a
forma que a variancia vai depender da média.

Modelagem Deterministica

Podemos permitir diferentes variancias observacionais.

Suponha que V(y;) = k;V onde k; é conhecido. Pode-
se mostrar que a unica mudanca que ocorre na evolucao do
modelo é que Q; = kiS;—1 + FiR/Fy.

(Quando V(y;) =V, Vt, aparecia 1 no lugar de k; .)

Da discussao anterior vimos que podemos ser levados a
V(y:) = k(ue)V. Os exemplos mais comuns sao:

1) k() =, p >0 (p=1< Poisson)
i) 1+ buf ou py(1 — py) (dados binomiais).
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Tratamento exato ¢ dificil e destroi teoria normal. Alterna-
tiva simples é substituir k(u;) por k(f;) na expressao de @
pois esse ¢ o unico lugar que k; entra, se for conhecido, e f; é
melhor estimativa de p¢|D;_1.

Outros exemplos de modelagem da variancia sao os modelos
1. ARCH (p) onde o modelo é descrito por
Vi =a+ vy + v+ i,

isto ¢, a variancia observacional ¢ descrita por defasagens

quadraticas do erro de observacao;
2. GARCH (p,q) onde o modelo é descrito por
Vi=a+mvi + -+, + 0 Vie 4+ 6,Vig,

onde a variancia observacional, além de ser descrita por p
defasagens quadraticas do erro de observacao, também é

descrita por q defasagens suas (autoregressao)
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Modelagem estocastica
Até agora no modelo, V' nao muda com o tempo.
Modelo mais geral permite mudanca com o tempo.
Suponha entao que ¢ = V! é indexado por t e
Gt| D1 ~ G(ng-1/2,di-1/2).
Fazendo ¢; = ¢;_1 + ¢y onde E(wt) =0e V() =
= E(¢1) = E(¢1-1) = Si} e
V(gr) = V(1) + V() = S+ Ui
Pensando multlphcatlvamente fazemos
V(4| Dy—1) = V(dr—1|Dy—1) /v = 2n—1/d}_ Oy .
[sso define U; = d2§T_lt1_51/ - 2;12:1 = V(1| Dy_1)(6F — 1).
Assim, U; pode ser definido através do desconto 0y usado para

a variancia.
Para a analise prosseguir precisamos que ¢¢|D;_1 ~ G(cy, ¢2).
Resolvendo, temos
— = B(¢1-1|Dy-1) €
C2 02
= C1 = (Svnt_1/2 € Cy = 5th—1/2-
(Esse resultado é obtido se 6y ¢y /dr—1|¢r—1 ~ Beta(dy ™51 (1—
5‘/)71,75_1/2).

Analise segue como antes, basta multiplicar parametros da pri-

C1

V(-1 Di-1)

ori ¢¢| Dy_1 por dy. Tipicamente, dy proximo de 1.

Observacoes:

1. Filtragem pode ser feita aproximadamente (baseada nos
dois primeiros momentos). Resultado é

111



S; (k) = E(¢—k|Dy) = Si ke + v (S =k +1) —
St__lk e

V(x| D) = 2(1_5‘/’75_]{"{'1)—'_nt(—k+1)25t2(—k+1) Ok

)
kS

inicializada em S;(0) = Sy e ny(0) = ny.

. Outro modelo utilizado para a modelagem da variancia
observacional é o da volatilidade estocastica, que é descrito

por um processo AR(1) nas log volatilidades

logVi = a+~vylogVi1 + ¢y, ¢y ~ N(O#T%/)
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23 Estimacao de Hiperparametros

Introducao
Como foi visto, um MLD ¢ definido pelas equacoes de ob-

servacao e de sistema, isto é,

Y = FQOt —|—’Ut V¢ ~ N(O,‘/t)
0, = G0,_1+w w ~NO W,

cuja quadrupla é definida por M = {Fy, G, V;, W, }.

Se todos os elementos da quadrupla sao conhecidos a in-
ferencia segue como no teorema 7.1. Se V' é desconhecido, a
inferéncia segue de acordo com o teorema 77.

Entretanto se ha quantidades desconhecidas
no vetor Fy (ex.: previsdo no VAR),
na matriz G (ex.: modelo de funcao de transferéncia), ou
ainda,
se os valores de W ou  nao sdo conhecidos (comum na prética),
o modelo ¢ nao linear e o teorema 77 nao se aplica.

Estas quantidades sao conhecidas como hiperparametros do
modelo. Seja A o vetor contendo todas as quantidades des-
conhecidas do modelo. Desta forma o modelo fica agora definido
em fungao de A, isto é, M(X) = {F+(A), G¢(A), Vi, Wi(A)}.

Deve ser notado que condicionado a um particular conjunto
de valores das componentes de A o modelo torna-se linear e a

inferencia segue normalmente.
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Quando ha presenca de hiperparametros no modelo, estes
devem ser integrados para que se possa fazer inferencia sobre

quantidades desconhecidas de interesse, 0y, vy, - - -
p(0:|Dy) = /p(ot: Al Dy)dA
= /p(ot‘)\, Dy)p(A[Dy)dA onde
p()“Dt) X p(/\‘Dt—l)p(yt‘/\y D)

Embora p(0:|A, D;) e p(y:|\, D;_1) sejam conhecidas, em geral,
nao conseguimos fazer a integracao acima sem alguma aprox-
1macao.

Como fazer a inferéncia na presenca de hiperparametros?

Possiveis solucoes sao:

(1) discretizar A: podemos assim fazer todas as contas pois
integrais viram somas. Cada valor de A define um modelo

= temos modelos multiprocesso (cap. 12 do livro texto);
(2) aplicar linearizagao;
(3) fazer integracao numérica;
(4) simulagao.

Veremos em detalhes algumas das técnicas citadas acima.
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Linearizacao

Resolve nao-linearidades em F e/ou G.

Considere o modelo com 6; = \0;_1 + w;, nao-linear.
Podemos redefinir os parametros como 6; = (6, \) evoluindo

via

0, = g(6,—1)+wj onde

x 0, % . 01 6w — Wy
S WECEEN RIS e

Idéia é aproximar g por funcao linear usando aproximacao de
Taylor com truncamento no termo de la. ordem.
A aproximacao ¢ feita em torno da melhor estimativa de
0;_1 no tempo t — 1, dada por my_q.
Como g(60;_1) = g(my_1)+G¢(0;—1—m;_1)+termos de ordem superior

onde G, = % (6,-)

=l temos que
00, 4

otflzmtfl

0, =gm_1) —Gmy_1+ G +w, = h + G0, + wy

A6, )

0 1
0, 1=m;_;
Dai, obtém-se 6;|D;_1 ~ N(a;, R;) onde

No exemplo, GG; = (

a; — ht + Gtmt_l e
Rt = GtCt—lG; ‘|‘Wt
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Integracao numeérica
Inferéncia Bayesiana exata nem sempre é possivel.
Integracao numérica é baseada em preceitos deterministicos.

Dificil uso em espagos paramétricos maiores (p > 10).

1) Aproximagao da posteriori (7) pela normal

Obtida a partir da expansao de Taylor do log w em torno

da moda.

MLG: moda obtida a partir de algoritmo MQRI (minimos

quadrados reponderados iterativos)
a cada iteracao: mod. de regressao normal ¢ construido.

2) Aproximagao de Laplace

 1H(0)1(0)p(6)do
1 16)p(8)de

Aproximam-se integrandos por formas quadraticas no log.

E[t(6)] = [ t(6)x(6)d8

Erros de ordem O(n™!) se anulam — erro fica O(n™?).
Densidades marginais podem ser obtidas mas custo com-
putacional € alto.

3) Aproximagao via quadratura Gaussiana
Aproxima integrandos da forma exp(—xz?/2)h(z)

Se h for uma funcao polinomial — aproximacao ¢é exata.

Aproximacoes baseadas na normal: reparametrizacoes podem

ser uteis.
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Métodos baseados em simulacao estocastica

Inferéncia baseada em amostras da posteriori (@) onde 8 =

(‘917 T ‘919)'

Amostra é sempre substituto parcial da informacao de den-
sidade.

Métodos analiticos: erros diminuem com o aumento do nimero
de observagoes, que nao depende do analista.

Métodos baseados em simulacao: erros dependem do ntiimero

de valores gerados, que s6 depende do analista.

Considere amostra de 01, ---,80,, de .
Amostra da marginal de 6; : 6;1,-- -, 0;,

Muito mais simples que obtencao analitica da marginal
Amostra de t(0): t; = t(604),---,t, = t(0,)

Muito mais simples que obtengao da posteriori de ()

De posse de uma amostra é possivel obter:
(i) estimativas pontuais,
(ii) intervalos de confianca,
(iii) reconstrugao de densidades marginais.

Exemplo: E.(0;) = (1/n)%,;6;;
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Simulacao via reamostragem

Normalmente, complicado fazer geracao da posteriori .

Idéia: usar técnicas de reamostragem tomando uma densi-
dade auxiliar ¢ (que pode ser a priori de ).

Esssa densidade é conhecida como densidade de importancia.

Usando o método da rejeicao, deve existir ¢ conhecida, tal

que m(0) < cq(0), V0. Assim a amostragem ¢ feita:

(i) gerando-se um valor @ da densidade ¢(6);

7(0)
cq(6)

(ii) aceitando-se esse valor com probabilidade w(8) =
Se g=priori, w(@) = 1(0) /lnaz-
Usando o método da reamostragem ponderada (SIR)

(i) gera-se amostra de 64, - - -, 8, da densidade ¢(6);

(ii) reamostram-se os valores da amostra com probabilidades

0,
hi = nw() =12 n. (52)
S w(6;)
i 1(0))
Se g=priori, h; = w10,

Problemas:

a) M.Rej.: reamostra menor que a amostra original;

b) conflito entre priori e verossimilhanca;
¢) maximizacao da verossimilhanga, no método da rejeicao;

d) No método SIR, amostra de 7 é aproximada.
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Método SIR em 2 passos

Sejam ¢(@) uma densidade de importancia,
p(f) uma densidade a priori
[(0) a verossimilhanga e

7(0) a posteriori,

1. como primeira aproximacao use o método SIR como des-
crito anteriormente; isto é a partir de g (ex.: priori) obtenha

uma amostra da posteriori usando os pesos de 52;

2. a partir desta primeira amostra defina os parametros de
uma nova funcao de importancia ¢*. No PRV, esses parametros
sao calculados de acordo com os valores minimo e maximo

da amostra da primeira aproximacao;

3. obtenha agora uma amostra da funcao de importancia com
parametros definidos de acordo com o passo 2. Reamostre

com probabilidades,

= q*(0:)
AR/ A
onde 16,)p(6)
N Yi)PYi
148 q*(0;)
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Aproximagao via MCMC (Markov Chain Monte
Carlo)

1) constroi-se cadeia de Markov cuja

e transicao ¢ feita de acordo com condicionais
w(B|\) e w(A|9)
= distribuigao de equilibrio é 7(6, A).

2) Gera-se uma trajetéria dessa cadeia

[teracao 0 — - .- — Iteracao 7 — Iteracao 7 +1 — - --
(09, Ay OV .. AW (gUTL L AU
Esse algoritmo ¢ conhecido como amostrador de Gibbs.

Valores gerados apés equilibrio constituem amostra de w(6, A).
Exemplo: considere o modelo linear dinamico com:
F;, G; conhecidos e
6 =(0,,---,0,),V ebfW desconhecidos
Precisamos obter as distribui¢oes condicionais de (0, V|W)
c (W10,V).

Pode se mostrar que:
(i) (0,V|W) é NG — fécil de gerar

(i) (W|@) é W1 se a priori W for WI — fécil de gerar
Quando nao se sabe gerar de w(A|6)
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® gera-se A" de uma transicio proposta q()\])\(v), 0)
Ex.: AJAY ~ NAW D)
o accita-se A" com probabilidade (A", A™) onde

r(A™19) gAY |AMg)
r(A19) g(A" A g)

a A A™) = min 1,

Esse algoritmo ¢ conhecido como algoritmo de Metropolis-
Hastings.

Valores gerados apds equilibrio também constituem amostra
de (6, A).

Exemplo: modelo linear dinamico nao-normal com:

F;, G; conhecidos e
6 =(0,,---,0,) e W desconhecidos

Pode se mostrar que:
(i) (W|0) é WI se a priori W for WI — fécil de gerar

(ii) (8|W) nao ¢ nenhuma distr. conhecida — nao ¢é facil de
gerar
Proposta baseada no algoritmo de MQRI ou em passeios

aleatorios
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24 Aplicacao

Uso do software PRVWIN.
Exercicios com a série do produto da industria geral do

Brasil.

1. Inclusao do bloco de ciclo no modelo da série;

2. Estimacao dos hiperparametros via SIR (em dados simu-

lados e também na série do produto da industria geral);

3. Exemplo de dados sobre memorizagao de propaganda (da-

dos nao-normais).
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