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Resumo

@ Agéncias nacionais de estatistica do mundo inteiro necessitam
fornecer estimativas confidveis de indices econdmicos e sociais, ao
nivel de pequenas dreas ou pequenos dominios, a partir de dados de
pesquisas amostrais.

@ No entanto, devido ao pequeno tamanho da amostra nessas areas,
ndo é viavel obter estimativas com um nivel de precisdo aceitavel sem
usar abordagens baseadas em modelos.

@ Este trabalho propde modelar conjuntamente o estimador direto de
indices no intervalo (0,1) e suas respectivas precisdes utilizando-se as
distribuicoes Beta e Beta prime.
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Resumo

@ Apresenta-se um estudo de avaliagdo da metodologia proposta com
dados reais.

@ Uma aplicagdo aos dados da Pesquisa Nacional de Orcamentos
Familiares (POF-2018) para se estimar o indice de inseguranca
alimentar para pequenas dreas do Estado de Minas Gerais também ¢é
apresentada.
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Exemplo: Pesquisa Domiciliar

Objetivo: estimar a proporcdo de domicilios com uma determinada
caracteristica para cada dominio (pequena drea) i =1,...,/.

@ Estimativas com nivel de precisdo aceitdvel para os Estados.
e Estimativas imprecisas para dreas menores (municipios).
@ Primeiro estagio: Setores censitdrios.

@ Segundo estdgio: Domicilios
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Exemplo: Pesquisa Domiciliar

Parametros de interesse

N;
=
>jes: Nij

i=1,...,1 (1)

Onde:

S; conjunto de setores censitarios pertencentes ao municipio i;
J denota a unidade primaria de amostragem(setor censitario);
k denota o domicilio pertencente ao setor j do municipio i;

Yijk € o indicador bindrio de presenca da caracteristica de interesse para o
domicilio k pertencente ao setor j do municipio i;

Nj; é o nimero de domicilios no setor j pertencente ao municipio i.
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Exemplo: Pesquisa Domiciliar

Estimativa direta de p;

C Djes; 2aket WiikYik

e
Zjes,- Zk’]:]_ Wijk

i
Onde:
s; é o conjunto de setores selecionados que pertencem ao municipio /;
njj € o nimero de domicilios selecionados no setor selecionado j € s;;

wjjx € o peso amostral do domicilio selecionado k pertencente ao setor
selecionado j € sj;
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Exemplo: Pesquisa Domiciliar

Estimativa da Variancia de R;
Assumindo-se as fracdo de amostragem de primeiro estagio desprezivel
(fi = m;/M; = 0)

. njj njj 2
VD(Ri) = m; 5 Z (Z Wijk Yijk — ti Z WUk)
(mi = 1) (Cjeq Yy win) s Nt
(3)

Onde: m; é o nlimero de setores selecionados no municipio /.

° VD(R;) pode ter um vicio ndo desprezivel, principamente quando m;
for pequeno.

e Vp(R;) pode ser estimado por Jackknife ou outros métodos de
reamostragem.

@ A vantagem de se utilizar métodos de reamostragem é a reducdo
substancial do vicio.
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Exemplo: Pesquisa Domiciliar

Por que ndo modelar yjj e Njj ao invés de R; (e) VD(R;) ?

@ Como p; € uma fungdo dos y;i's e dos Njj's poderiamos pensar num
modelo desagregado para prevé-los e ent3o prever os y;'s.

@ Contudo, ha duas razdes principais para ndo se utilizarem modelos
desagregados:

o Confidencialidade dos dados.

o Geralmente n3o ha possibilidade de se identificarem as unidades
selecionadas no cadastro (ou registros administrativos) que contem as
covaridveis para auxiliarem na predicao.
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Modelo Beta Hierarquico de Precisdo Constante (BH)

Notacdo
@ Seja 0 < pj < 1 o "verdadeiro valor” desconhecido de uma taxa ou
propor¢ao para a pequena drea i =1,...,m.

@ Seja 0 < R; < 1 o estimador empregado de yi; para cada pequena
dreai=1,....m.

@ Como a pesquisa foi desenhada para fornecer estimativas precisas
para dreas maiores, as estimativas r; sdo (para a maioria das &reas)
imprecisas.

@ Dependendo do desenho amostral empregado, para algumas areas
podem n3o haver nenhuma informag¢do amostral.

@ Mesmo quando a informagdo amostral for inexistente para uma drea
i, hd ainda a possibilidade de se fazer inferéncia sobre u;.
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Modelo Beta Hierarquico de Precisdo Constante

Modelo hierdrquico parametrizado como em Ferrari and Cribari(2004)

Rilpi, i ~ Beta(i, ¢) (4)

@ Com EM(R,'|/J,,') = lj e V/\/I(R,"/L,',qﬁ) = ,U,,'(]. — ,u,-)(l + ¢)_1. onde o
simbolo M na esperanca e varidncia é para denotar que elas s3o
calculadas sob o modelo assumido.

@ O parametro de precisdo ¢ é positivo.

@ Para "trocar informacgdes entre as areas” pode-se assumir a seguinte
funcdo de ligacdo:log (1ﬁ;u) = x;" B+ v;, onde vj|o2 ~ N(0,02) e
ii.d.

o Note que a hipétese Ep(R;i|pi, @) = wi implica que o "estimador
direto” é ndo viciado sob o modelo assumido.
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Modelo Beta Hierarquico de Benmei et. al. (2006)

@ No contexto de estimagdo de propor¢des, Benmei et. al. (2006)
propuseram R;|ui, ¢;j ~ Beta(u;, ¢;) com ¢; = n,-.yi_l — 1, onde n; e
~; sao respectivamente o tamanho da amostra da pequena area i e o
seu efeito de desenho (geralmente estimado para o plano amostral
empregado).

@ Logo:

Vim(Rilpis i) = (i(L = pi)/ni)vi (5)

@ O termo acima entre parenteses é a variancia da propor¢do amostral
em cada area obtida quando é selecionada uma amostra aleatéria
simples com fracido amostral desprezivel.

@ O pardmetro ~; reflete o efeito na varidncia em se utilizar um desenho
complexo (ex: amostragem de conglomerados).

@ Seja kj = ~;i/nj. Note que a condi¢do ¢; > 0, Vi implica que
0< k;<1,Vi.
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Estimador de ¢;

@ Um estimador consistente para ¢; é dado por:

. R(1-R)
j= e 6
¢ Vo (Rilpi, ¢i) (©)

e Contudo sabe-se que o estimador usual Vpp(Rj|ui, ¢;) pode ter um
vicio n3o desprezivel, principalmente para amostras pequenas.

@ Uma alternativa é usar métodos de reamostragem, tal como Jackknife
ou bootstrap.

@ No estudo de simulacdo apresentado mais adiante, é comparado o
método Jackknife com o estimador usual da variancia.
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Distribuicao Beta-Prime

e Denotemos genericamente por Y|u, v ~ BetaP(ju, v) uma
Distribuicdo Beta-prime com média p e precisdo v cuja sua funcdo de
densidade é dada por:

Fy|p, v) oc y#FI=H(1 4 y)=rA+)=C+v) 5 00 4> 0; v >0.

@ Se uma varidvel aleatéria X tem uma Distribuicdo Beta, entdo
Y = X! — 1 tem Distribuicio Beta-prime.

o Tem-se que V(Y|y,v) = 200

v
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Distribuicao Beta-Prime para gg,-

@ Como0< k;<1,Vi=1,...,m um estimador adequado de k;
também deve estar no intervalo (0, 1).

@ Assume-se, entdo, que os k;'s seguem uma distribuicdo Beta.

@ Logo se qg,- = /%i_l — 1 é um estimador de ¢;, vimos que <ZA>,- tem
distribuicdo Beta-prime.

@ Assume-se ent3o que (ﬁ,-]czﬁ,-, ay ~ BetaP(¢i, niag), i=1,....,me
condicionalmente independentes, onde a; > 0 é um parametro
desconhecido.
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Modelo Beta Beta-Prime Hierarquico (BBP)

Tem-se como input do modelo o vetor bidimensional D = (r;, qg,)

Rilpi, ¢i ~ Beta(pui, ¢i)
dilpi,ag ~ BetaP(¢j, njag). (7)

@ Funcao de ligacdo

Wi T
I pr— . .
gt = TP, ©

onde x,-T € um vetor de p covaridveis, possivelmente incluindo o

intercepto.

@ Priori hierarquica
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Modelo Beta Beta-Prime Hierdrquico

@ Para "trocar informacgdes” entre os pardmetros ¢; > 0; i =1,..., m,
considera-se o seguinte modelo hierdrquico Beta-prime:

¢i ~ BetaP(ug,v), Yi=1,...,m. (9)

@ Um caso particular importante é conhecido como " Modelo do
intercepto aleatério”, onde somente o intercepto do pardmetro da
fungdo de ligagdo em (7) é hierarquicamente estruturado.

@ Finalmente, prioris préprias e relativamente vagas sao assumidas para
os hiperparametros: 3 ~ N(0,1073/,); le ~ Wishart(p, I,);
pey ~ Ga(0.1,0.1); ag ~ Ga(0.1,0.1) e v ~ Ga(0.1,0.1).
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Modelo Beta Beta-prime Hierdrquico

Varias generalizacdes do modelo apresentado acima sio possiveis:

@ Prioris espacialmente estruturadas.

e Covaridveis, z; = (z1,

...,z,-q)T para ajudarem a explicar os
parametros ¢;'s:

¢;  ~ BetaP(u,b,,-, V), Vi=1,...,m
o ~ LogNormal(zTn;, v,)
ni ~ N(n,Q,)
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Modelo Beta Hierarquico Empirico(BEH)

Com o objetivo de se avaliar a importancia de se modelar o estimador do
pardmetro de precisdo, ¢;, considerou-se a seguinte "versao empirica” do
Modelo Hierdrquico Beta-Beta prime:

Ri’Mia&i ~ Beta(/"LII?(gi) i:17'-'7m
log—— = X, (10)

BilB, 1 ~ N(B,Qp)

o E importante notar que nesta "versao empirica” do modelo proposto,
o pardmetro de precisdo ¢; é substituido por uma estimativa deste,
enquanto que na sua "versido bayesiana completa” toda incerteza
devida a estimac¢do de ¢; é levada em conta pelo modelo.
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Estudo de Simulacdo com dados reais

@ Foi realizado um estudo de simulacdo, utilizando-se os dados do
Censo Experimental de Limeira.

A populagdo (universo) usada consiste de 38740 domicilios
distribuidos em 140 setores censitarios.

@ Os 140 setores censitdrios foram considerados as pequenas areas.

O ndmero de domicilios na populacdo varia de 57 a 588.

@ O pardmetro de interesse, u;, i = 1,...,140 é a razdo entre o total
das rendas dos chefes dos domicilios para cada setor /i, cujo os chefes
tém no maximo quatro anos de escolaridade formal e o total das
rendas de todos os chefes de domicilios deste mesmo setor.
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Estudo de Simulacdo com dados reais

@ Para cada um dos 140 setores foram selecionados aleatoriamente e
sem reposicdo n; = max(10,0.10N;) domicilios, onde N; é o nlimero
de domicilios no setor i = 1,...,140.

@ Todo o processo foi repetido 500 vezes.

@ Para cada um dos 500 conjuntos de amostras selecionadas,
calcularam-se a estimativa r; e as duas estimativas das suas
variancias:

o Método usual, denotada por VA(R;|ui, ¢)

o Método de reamostragem por Jacknife, denotada por V3 (Rj|ui, ¢).

@ As estimativas de ¢; foram obtidas ent3o pela equagdo (6).
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Estudo de Simulacdo com dados reais
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Figure : Boxplots dos vicios médios relativos por setor do estimador usual da
variancia e do obtido pelo método Jackknife
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Estudo de Simulacdo com dados reais

@ Como era esperado, o método de reamostragem de Jacknife apresenta
menor vicio relativo do que o estimador usual da variancia.

@ Portanto, foi empregado o método de Jacknife para estimar a
variancia e consequentemente os pardmetros ¢;'s dos modelos usados.
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Estudo de Simulacdo com dados reais

@ Os trés modelos Beta sem inclusdo de covaridveis foram ajustados a
cada uma das 500 conjuntos de amostras selecionadas.

@ O pacote 'Rstan’ do R foi usado para selecionar as amostras e ajustar
todos os modelos.

o MCMC algoritmo foi usado para gerar uma cadeia de tamanho
200, 000, descartando as primeiras 50,000 observacoes e guardando
uma observagdo para cada cinco geradas.

@ Portanto, 30,000 amostras da posteriori de cada parametro para cada
modelo ajustado foram usadas para inferéncia.

@ As respectivas médias a posteriori calculadas para cada um dos
modelos e para cada um dos 140 setores foram consideradas como
sendo as estimativas pontuais dos parametros de interesse p;,
i=1,...,140.

@ Como, para este estudo de simulacdo, a populacdo é conhecida, foi
possivel calcular p; para cada setor e comparar com as respectivas
estimativas obtidas para cada um dos trés modelos ajustados.
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Estudo de Simulacdo com dados reais
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Figure : Boxplot do desvio padrdo médio por setor do estimador direto R; versus

os desvios-padrdes a posteriori médios por setor para os modelos BH, BHE, BBP
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Estudo de Simulacdo com dados reais
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Figure : Boxplot da cobertura empirica dos intervalos de 95 % de credibilidade
para os valores de p; e os trés modelos ajustados e o procedumento de estimagao
direta
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Estudo de Simulacdo com dados reais

Sumdrio das medidas de qualidade das estimativas pontuais e intervalares
obtidas para os trés modelos ajustados

[ Modelo | Cob. média(%) | C. I. médio | D.P.M | V.RAM. (%) |
Modelo BH 94 0.42 0.11 17.3
Modelo BHE 92 0.38 0.10 74
Modelo BBP 92 0.36 0.09 8.9
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Pesquisa de Orcamentos Familiares (2017-2018)

@ A Pesquisa de Orcamentos Familiares - POF avalia as estruturas de
consumo, despesas, renda e parte da variacdo patrimonial das familias.

@ Traca um perfil das condi¢cdes de vida da populagdo com base na
analise dos orcamentos familiares.

@ A POF 2017-2018 investigou pela primeira vez a prevaléncia da
inseguranc¢a alimentar, segundo a Escala Brasileira de Inseguranca
Alimentar (EBIA).
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Pesquisa de Orcamentos Familiares (2017-2018)

Desenho Amostral

@ Pesquisa amostral sociodemogréfica.
@ Amostragem de conglomerados selecionada da "amostra mestre”.

e Unidades Primarias de Amostragem (UPAs) sdo selecionadas com
probabilidades proporcionais ao niimero de domicilios.

@ Selecionam-se aleatoriamente domicilios para cada UPA selecionada.
Cobertura da POF

@ Brasil e Grandes Regides.
o Estados.
o Areas metropolitanas.

@ Municipios das Capitais.
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Estimacao de indices de prevaléncia de inseguranca

alimentar para pequenas 4reas

Pequenas areas

e Conjunto contiguos de setores censitarios (UPAs) que correspondem
aos estratos finais da pesquisa (Estratos-POF)

@ 49 3reas pertencentes ao Estado de Minas Gerais

Distribuicdo do nimero de UPAs por pequena area (Estrato-POF)

’ Nimero de UPAs ‘ Frequencia ‘

3-5 27
6-10 7
11-15 8
16 - 20 2
21-25 4
26 - 28 1
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Estimacao de indices de prevaléncia de inseguranca

alimentar para pequenas 4reas
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Figure : Boxplots dos Desvios padrdes dos estimadores diretos e dos desvios
padrdes a posteriori de p;'s para os trés modelos ajustados
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Comparacao dos Modelos
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Figure : Boxplot da Probabilidade do indice replicado ser maior do que o valor
estimado do indice para cada area e para os trés modelos ajustados
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Comparacao dos Modelos
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Figure : Boxplot da fun¢3o de verossimilhan¢a dos indices estimados para os trés
modelos ajustados
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Comparacao dos Modelos

Sumdrio das medidas de qualidade para os trés modelos ajustados

| Modelo | D.P.(%) | Comp. do I.C. | P-valor | Verossi. (%) |

BH 6.3 0,238 0,50 1,12
BHE 6.1 0,238 0,49 1,23
BBP 58 0,231 0,49 1,33
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Conclusoes e Trabalhos Futuros

Estudo de Simulacdo

@ Diferentemente do estimador usual da variancia da razdo, o método
de estimacdo por reamostragem de Jackknife mostrou-se ndo
tendencioso para a maioria dos setores.

@ Os modelos (BHE e BBP) que usam as estimativas das precisGes
(¢i's) estimam melhor os pardmetros p;'s do que o modelo BH.

@ Além disso, hd um ganho extra quando os parametros ¢;'s sdo
hierarquicamente modelados por uma Distribuicio Beta-prime.
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Conclusoes e Trabalhos Futuros

Aplicacdo

@ Os modelos propostos parecem se ajustar melhor aos dados do que o
modelo comumente empregado, fornecendo ainda estimativas com
razoavel precisio mesmo para tamanhos de amostras pequenos.

@ E importante notar que nos estudos de simulac3o e a aplicacao
apresentada nao foi possivel utilizar covaridveis.

@ A introducdo de covaridveis, com bom poder de explicacdo, melhoraria
ainda mais a qualidade do ajuste do modelo e consequentemente

aumentaria a precisdo das estimativas para as pequenas areas.

@ A introducdo de efeitos espacialmente estruturadas poderia também
aumentar acuracia das estimativas.
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